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APRESENTACAO

A presente obra apresenta uma introdugdo ao estudo da Algebra Linear.
Como se sabe, atualmente, o ensino dessa importante parte da Matematica,
caracterizada como disciplina, ndo se restringe as grades curriculares dos cur-
sos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica, mas integra os cursos de
Engenharia, Fisica e Ciéncias da Computagao, entre outros, nos quais as apli-
cagoes sao muitas.

Ao longo dos tltimos anos, vem-se constatando que muitos estudantes
que ingressam nos cursos de graduacgdo da area de Ciéncias Exatas apresentam
falhas de formagao matematica, tanto conceituais, quanto de raciocinio 16gico;
em especial, esses estudantes pouca ou nenhuma experiéncia tiveram com o
raciocinio matemético abstrato, exigido em Algebra Linear.

Diante desses fatos, desenvolveu-se esse texto, com a finalidade de atender
os alunos dos cursos acima citados, utilizando uma linguagem simples e obje-
tiva, porém precisa, com exemplos resolvidos, de forma a esclarecer a teoria
exposta, ilustrando graficamente, quando possivel, e com alguns comentarios
sobre erros frequentes. Além disso, propoem-se exercicios de fixagdo dos con-
ceitos e resultados abordados ao final de cada capitulo, e exercicios gerais no
final do livro.

Nao ha, aqui, a pretensdo de se apresentar um texto completo sobre Alge-
bra Linear; abordam-se tio somente os topicos que, usualmente, sao ensinados
nos cursos de graduagao que contemplam essa disciplina.

Uma vez que, no desenvolvimento da teoria exposta, sio frequentes os
“teoremas’, as “proposi¢des’, os “lemas” e os “corolarios”, com suas respectivas
demonstragdes, incluiu-se um Capitulo Introdutério, com os significados des-
ses termos e a descri¢do de algumas formas de demonstragdo, em linguagem
simples, sem formalismos, de forma que o estudante possa melhor compreen-

der o texto que esta estudando.






INTRODUTORIO
NOCOES SOBRE DEMONSTRACOES EM MATEMATICA

1. INTRODUCAO

Os antigos matematicos gregos, a comegar por Tales de Milleto (640 a.C.
- 550 a. C.), gedbmetra e astronomo, descobriram que fatos matematicos in-
teiramente novos podiam ser extraidos de outros mais simples, através de
demonstracoes.

Para a exata compreensdo do mecanismo e do alcance da demonstragao, é
necessario reconhecer exatamente a natureza das proposi¢coes encadeadas por
ela. O emprego de demonstragdes exige uma arrumagao sistematica do conhe-
cimento matematico.

As provas (processo de demonstrar que um fato é verdadeiro) empregam
légica, ndo deixando de incluir a linguagem usual. Na Logica Matematica, o

ramo que investiga as demonstragdes é chamado Teoria da Prova.

2. TERMINOLOGIA

Conceito primitivo. E aquele que ¢ aceito sem demonstragio.

Exemplos:

1) Conjunto; elementos de um conjunto.

2) Para o estudo da Geometria Plana, consideram-se trés conceitos primiti-

vos: 0 ponto, a reta e o plano.

Axiomas ou postulados. A palavra axioma vem de uma palavra grega que
significa “considerar valido” Um axioma ou postulado é uma sentenca (ou
proposicao) aceita sem demonstragio, ou seja, diferentemente de teoremas,

axiomas nao podem ser derivados por principios de dedugio.

Exemplos:

1) A reta tem infinitos pontos.

2) Dois pontos distintos determinam uma tnica reta.
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Teorema. Usualmente, em Matematica, deixa-se o termo “teorema” para uma

afirmagao “forte” e central na teoria, que pode ser demonstrada.

Exemplo: Teorema de Laplace. “O determinante de uma matriz quadrada de or-
dem n (n > 2) ¢ igual a soma dos produtos dos elementos de uma linha ou

coluna qualquer pelos respectivos cofatores."

Proposicdo. E uma sentenca nio associada a algum outro teorema e conside-
rada um resultado “mais fraco’, matematicamente, que pode ser demonstrada.
Em Ldgica, o termo “proposi¢ao” tem a seguinte definigao:
“Uma proposic¢do ou sentenga é qualquer oragdo declarativa (falada ou es-

crita) que pode ser classificada como verdadeira ou falsa, mas nao ambas.”
Exemplo: “Roma ¢ a capital da Italia”

Lema. Os lemas, em geral, sdo proposi¢oes simples, de uso restrito na teoria;
normalmente, servem de preparagdo para teoremas que seguem. As vezes, 0

lema é autossuficiente e “forte” por si so.

Exemplo: Lema de Zorn. “Seja (X,S) uma ordem parcial em que toda cadeia

tem majorante. Entdo X tem elemento maximal”
Corolario. E uma consequéncia direta de teoremas ou proposi¢des anteriores.

Exemplo: Teorema Fundamental da Aritmética. “Dado um numero inteiro a >1,
existem r nimeros inteiros primos estritamente positivos p,, p,,:*, p,, de ma-
neiraque a=p,-p, - P, (r > 1) . Além disso, se o nimero a também puder
ser escrito na forma a=q,-q, -+ q.>sendo g, primo estritamente positivo,
paratodo 1<i<s,entdo r=s ecada p, éigualaumg,”

Como consequéncia direta deste teorema, tem-se o seguinte coroldrio:

Corolario. “Seja a um nuimero inteiro talque a #0, a#—1 e a#1. Entdo, exis-

tem, e sdo unicos, os numeros primos estritamente positivos p,,p,, -, p

r
»

(er),de maneiraque a=%xp -p,----- p,:

3. DEMONSTRACAO DE TEOREMAS, PROPOSICOES, LEMAS, COROLARIOS

Os teoremas podem ser enunciados nas formas:

(i) Se P, entdo Q.

Na linguagem matematica, se escreve: P = Q.
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(ii) P se, e somente se, Q.

Na linguagem matematica, se escreve: P < Q.

Quando se demonstra um teorema, ha uma proposi¢do ou um conjunto de
proposi¢des que se admitem verificadas ou tomadas como verdadeiras, que se
chama hipédtese. O que se pretende concluir como consequéncia da hipdtese,
¢ chamado tese.

Assim, em um teorema enunciado na forma P = Q, Péahipdtesee Qéa
tese. Portanto, a demonstragido de um teorema deste tipo consiste em concluir
que Q é uma sentenca verdadeira, supondo que P é uma afirmacéo verdadeira.
Isto se faz através de uma sequéncia logica dedutiva, onde se passa de uma
sentenca-verdade a sentenca verdadeira até se obter o resultado que se quer
demonstrar, ou seja, a tese. Esse processo é chamado demonstragdo do teore-
ma e a sequéncia de sentengas verdadeiras que foi usada forma o argumento.

Se o enunciado do teorema for da forma P < Q, ha duas demonstragoes

a se fazer:

a) P=Q, chamada condic¢do necessaria, onde P é a hipotese e Q é a tese.

b) Q= P, chamada condicéo suficiente, onde Q é a hipotese e P é a tese.
Esse tipo de teorema é chamado “teorema de condi¢cdo necessaria e
suficiente”
Exemplos:

1) Se r, e r, sdo duas retas distintas, entdo r, intercepta r, em, no maximo,

um ponto.
Neste caso, tem-se um teorema do tipo P = Q, onde:

- Péahipotese: 1, e r, sdo duas retas distintas;
- Qéatese: r, intercepta r, em, no maximo, um ponto.
2) Uma matriz quadrada A de ordem » (n > 2) ¢ inversivel se, e somente se,

det(A) #0.

Neste caso, tem-se um teorema do tipo P <> Q, ou seja, de condi¢do ne-

cessaria e suficiente. Logo, ha duas demonstragoes a serem feitas:
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a)

b)

3.1.

a)

b)

Condigdo necessaria: P = Q, onde:
- Péahipdtese: a matriz quadrada A de ordem n (n > 2) é inversivel;
- Qéatese: det(A) #0.

Condicéo suficiente: Q= P, onde:

- Q é a hipotese: a matriz quadrada A de ordem n (n > 2) é tal que
det(A) #0;

— Péatese: A éinversivel.

Algumas técnicas de demonstragdo

Demonstracao direta. A conclusio ¢ estabelecida através da combina-
¢ao logica dos axiomas, definigdes e teoremas existentes. A implicagdo
P = Q pode ser demonstrada supondo-se que a sentenga P é verdadeira
e deduzindo-se que Q é verdadeira. Grande parte dos teoremas, propo-

sicoes, lemas e corolarios é demonstrada dessa forma.

Demonstracdo por contrarreciproca. A implicagdo P = Q ¢ logica-
mente equivalente a sua contrarreciproca ~Q =~ P, onde ~Q éane-
gacdo da sentenga Q e ~ P ¢ a negacdo de P. Dessa forma, quando se
demonstra diretamente que ~Q =~ P, esta-se demonstrando que

P = Q, por contrarreciproca.

Exemplo: Proposicdo. “Se 3n+2 é impar, entdo n é impar”

Neste caso, tem-se:

— P (hipdtese): 3n+2 é impar

- Q (tese): n é impar

Quer-se demonstrar, portanto, que P = Q. Para demonstrar essa im-
plicacdo logica, supde-se que a tese da proposi¢do ¢é falsa, isto é, su-
poe-se que n ndo é impar, e demonstra-se que a hipotese é falsa, isto é,
que 3n+2 ndo ¢ impar. Ou seja, demonstra-se a implicagdo ~ Q = ~ P.
Assim, tem-se:

- ~Q (hipotese): n ndo é impar

— ~P (tese): 3n+2 ndo é impar

De fato, se, por hipdtese, n ndo é impar, isto é, n é par, entdo existe al-

gum numero inteiro k tal que n =2k . Portanto, pode-se escrever:



c)

d)
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3n+2=3(2k)+2=2(3k+1).

Se 3n+2 se escreve como o nimero inteiro 3k +1 multiplicado por 2,
conclui-se que 3n+2 é par, isto ¢, ndo é impar.

Uma vez que a negacgdo da tese implicou na negac¢do da hipdtese, con-

clui-se que a implicagdo P = Q ¢é verdadeira.

Demonstracdo por contradicdo ou reducio ao absurdo. Essa forma
de demonstragido também é dita prova indireta. Nesse caso, para de-
monstrar que o teorema, proposicdo, lema ou corolario é verdadeiro,
admite-se que a tese é falsa e, através de raciocinio légico, chega-se a uma

contradi¢ao com a hipétese. Conclui-se, assim, que a tese é verdadeira.
Exemplo: Proposicio. “Se m é um niimero inteiro e m* é par, entio m
é par”

Nesse caso, tem-se:

- P (hipébtese): m é um numero inteiro e m> é par

- Q (tese): m é par

Suponha-se, por absurdo, que a tese seja falsa; isso significa que existe
um numero inteiro m que satisfaz a hipotese, isto é, existe um ntimero

. . 2 7 ~ . . ’ 77
inteiro m tal que m” é par, mas ndo satisfaz a tese, isto ¢, m é impar.

Se m é impar, entdo existe um numero inteiro k tal que m=2k+1.
Entao:

m’ =(2k+1)" =4k + 4k +1=2(2k +2k) +1,

de onde se conclui que m” é impar, contrariando a hipétese de que é
par. Essa contradi¢do adveio da premissa de que a tese é falsa e, portan-

to, conclui-se que ela é verdadeira.

Demonstracdo por inducio matematica. Nesse tipo de demonstracao,
um caso base ¢ demonstrado e uma regra de indugdo é usada para
demonstrar uma série de outros casos (normalmente infinita). Na de-
monstra¢ao por indugdo matematica de uma dada proposigao P(n) ,é
preciso verificar as seguintes condigoes:

(i) P(l) é verdadeira;

(ii) para todo inteiro positivo k, se P(k) é verdadeira, entao P(k + 1)

também é verdadeira.
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Nestas condi¢oes, a proposi¢do P(n) é verdadeira, para todo numero

inteiro positivo n.

A verificagdo da condigdo (i) é geralmente simples, mas a verificagdo
de (ii) implica em demonstrar o teorema auxiliar que tem as seguintes

caracteristicas:
- Hipotese: a proposicao P(k) é verdadeira (k € N) ;
(essa hipdtese é denominada “hipotese de indugdo”)
- Tese: a proposi¢ao P(k + 1) é verdadeira.
Exemplo: demonstrar, usando indu¢ido matematica, que 2" >n, Vne N.
Nesse caso, tem-se a proposi¢ao P(n) :2">n,VneN.
(i) P(l) é verdadeira, uma vez que 2' >1.
(ii) Supde-se, agora, que a hipdtese de indugio P(k) , dada por
25 >k (k € N) , é verdadeira. Deve-se provar que P(k+1) é ver-

dadeira.
De fato, uma vez que 2* >k, tem-se:
25 >k=2-2F>2k =2 S ktk>k+1=2M S k41,
de onde se conclui que P(k + 1) é verdadeira.

Logo, a proposigao P(n) ¢ verdadeira, para todo nimero natural .

Observacdo: ha, ainda, outros métodos de demonstragdo, como por exaustdo,
no qual a conclusio é estabelecida dividindo-se o problema em um numero
finito de casos e demonstrando cada um separadamente, e por construcdo, que
consiste em construir um exemplo concreto com determinada propriedade,

para mostrar que existe algo com tal propriedade.

3.2. Técnicas de demonstracdo com quantificadores

Existem muitos teoremas, proposi¢des, lemas ou corolarios que sdo sen-
tengas envolvendo quantificadores. Os métodos mais usados de demonstragao

nesses casos, sao:

a) Demonstracido existencial. Faz-se quando o enunciado do teorema,

proposic¢ao, lema ou coroldrio contém a afirma¢ao de que existe um



b)
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elemento x, em um dado conjunto A, satisfazendo determinada pro-

priedade P(x) . Em linguagem matematica, escreve-se:
dxeA/P (x) ,

ou entao,

EIx,xeA/P(x),

onde o simbolo 3 é chamado de quantificador existencial (1é-se “exis-
te”). Assim, a senten¢a matematica acima ¢ lida na forma: “existe x per-

tencente ao conjunto A tal que P(x) é verdadeira”

Entre as varias formas para demonstrar um resultado dessa forma,
tem-se a chamada “prova construtiva’, onde se exibe um elemento

a€ A parao qual P(a) ¢ verdadeira.

Demonstracdo de unicidade. Em alguns teoremas, proposigoes, le-
mas e corolarios encontra-se a afirma¢ao de que existe exatamente um
elemento x de um conjunto A satisfazendo uma determinada proprie-

dade. Em casos como este, é preciso demonstrar dois fatos:

(i) Existéncia: demonstra-se, aqui, que existe um elemento x de A satis-

fazendo a propriedade.

(ii) Unicidade: demonstra-se que o elemento x satisfazendo a proprie-
dade é tinico. Para demonstrar esse fato, podem-se usar dois cami-
nhos: (1) se y é um elemento de A e y#x, entdo y ndo satisfaz a
propriedade em questdo; (2) se y € A étal que P ( y) é verdadeira,

entdo mostra-se que y=x.






MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

As matrizes e os sistemas lineares tém larga aplicacdo em problemas prati-
cos, especialmente na drea de Engenharia. Por exemplo, a obtengédo da frequén-
cia natural do eixo traseiro de um automével, por envolver grande nimero de
variaveis a serem testadas e analisadas, acarreta um alto custo financeiro; por-
tanto, faz-se necessdria a utilizagao de métodos numéricos simples e precisos,
como, por exemplo, 0 Método das Matrizes de Transferéncia, no qual, como o
proprio nome evidencia, utilizam-se matrizes. Por sua vez, o projeto de uma
estrutura composta por vigas metalicas exige a resolugdo de um sistema de
equacdes lineares, no qual o numero de equagdes e variaveis cresce a medida
que se torna mais complexa a estrutura. A forma matricial do sistema é, entéo,
utilizada, analisando-se a singularidade da matriz dos coeficientes do sistema
e a matriz coluna das forcas externas, para se encontrar a matriz coluna das
forgas que atuam sobre as vigas. O Método dos Elementos Finitos, que tem
grande aplicagao em problemas de Engenharia, particularmente em problemas
de Engenharia Civil e Mecénica, utiliza-se de sistemas lineares que envolvem
grande nimero de variaveis, os quais sao resolvidos computacionalmente,
trabalhando-se com as matrizes dos sistemas. Também em outras areas, co-
mo, por exemplo, na Pesquisa Operacional, a teoria das matrizes e os sistemas

lineares sao largamente utilizados.

1.1. MATRIZES

1.1.1. Histérico

Arthur Cayley (1821-1895) foi um dos pioneiros no estudo das matrizes e,
por volta de 1850, divulgou esse nome e passou a demonstrar sua aplicagdo. As
matrizes, inicialmente, eram aplicadas quase que exclusivamente na resolugao
de sistemas lineares e apenas ha pouco mais de 150 anos tiveram sua impor-
tancia detectada. No entanto, o primeiro uso implicito da no¢édo de matriz se
deve a Joseph Louis Lagrange (1736-1813), em 1790.
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O primeiro a lhes dar um nome parece ter sido Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857), que as chamava de “tabelas” O nome “matriz” s6 veio com James
Joseph Sylvester (1814-1897), em 1850. Sylvester ainda via as matrizes como
mero ingrediente dos determinantes. Somente com Cayley elas passaram a ter
vida propria e, gradativamente, comecaram a suplantar os determinantes em

importancia.

Definicdo: Da-se o nome de matriz a uma tabela organizada em linhas e colu-
nas, denotada por A= (a i )mxn, onde o par de indices ij representa a posi¢ao
de cada elemento a;; dentro da matriz, sendo que o indice i indicaalinhae j,
a coluna. O par de indices mxn é chamado dimensao da matriz e representa
o seu tamanho: o indice m indica o numero de linhas da matriz e n, o nimero
de colunas.

Toda matriz pode ser representada, genericamente, por:

ay, 4 4y Ay, ay 4p Gy Ay,
a a a v a a a a a
21 2 23 2 21 2 23 2
A=| . : ; T louA=| : ; .
aml amZ am3 amn aml amZ am3 amn

De forma abreviada, a matriz A acima pode ser representada na forma:

A=(a,)ie{1,2,3, -, m};je{1,2,3,,n},

ou, mais simplesmente, na forma: A= (a i )mm .
Observacdo: nesse texto, utilizar-se-4 o termo “ordem da matriz” apenas
quando o numero de linhas for igual ao numero de colunas; em caso contrario,

dir-se-3 “dimensdo da matriz”,

Indicar-se-a por A, (SR) o conjunto de todas as matrizes de dimensao
mxn e com elementos reais.
e Se m=n=1, tem-se uma matriz com um tnico elemento e, portanto, a

matriz representa um nimero real; ou seja, A, | = (a11 ) =a,.

« Se m#mn,amatriz é chamada de matriz retangular de dimensao mxn
e representada por A, (ER) ou, simplesmente, A,

ne

o Se m=mn,amatriz é chamada de matriz quadrada de ordem n (ou m) e

representada por A, (‘R) ou, simplesmente, A,,. Neste caso, definem-se:
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diagonal principal da matriz: é constituida pelos elementos que tém os

dois indices iguais, isto é:

{aij/l :J} :{all’azz’a33""’ann} .

Na matriz seguinte, mostram-se, de forma destacada, os elementos

da diagonal principal:
a; 4dp d;i Ady A,
Ay Ay Gy Gy 0 Oy,
A3 Gz a3 A3 0 4y,
A= ;
Ay Gy Ay Ay 0 4y,
anl anz an3 an4 e azm

diagonal secundaria da matriz: é constituida pelos elementos que tém

a soma dos indices iguais a n + 1, isto é:

{aij li+j =n+1} = {aln,az’n_l,aln_z,o~~,an1} .
Na matriz que se segue, sao mostrados os elementos da diagonal se-

cunddria de forma destacada:

an ay, a; An .,
ay Ay Ay )01 Aon
A= a.31 a'32 a'33 a3,.n—1 a?n
an—l,l an—1,2 an—1,3 an—l,n—l an—l,n
a111 anZ an3 an,n—l ann

Por exemplo, considerando-se uma matriz quadrada de ordem 3,

tem-se a representagdo da Figura 1.1.

Figura 1.1
diagonal principal v 4 diagonal secundaria
By ay 3
a . a. a23

21
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i+2j,sei>j

Exemplo: Escrever a matriz A:(a,.) talque a, =<i’ ,sei=j
¥/)2x3 y
2i—j,sei<j
A matriz A= (a U) , em sua forma expandida, é escrita na forma:
2x3
a, a a
11 12 13

A=

) Gy Gy
Entao:

1 2 . .
e a;,;=1=1;a, =2"=4,pois, nesses casos, tem-se i = j .

e a,=2-1-2=0; a;;=2-1-3=-1; a,; =2-2—-3=1, pois, para esses

elementos, tem-se i< j.

e a4, =2+2-1=4,umavezque i>j.

Portanto, a matriz procurada é A= 4 |

1.1.2. Matrizes Especiais
Considere-se uma matriz A, .

1) Se m =1, amatriz tem dimensiao 1xn e é chamada matriz-linha, como

segue:

Az(a a a

11 12 13 aln)'

2) Se n=1, a matriz tem dimensido mx1 e é chamada matriz-coluna,

como segue:

all

a21

A=|a,

aml

3) Setodos os seus elementos sdo iguais a zero, a matriz ¢ chamada matriz

nula.
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Exemplo: é uma matriz nula de dimensao 4 x 3. Neste caso,

o o o ©
o o o O

0
0
0
0
¢ usual a notagdo 0 ..
Se a matriz é quadrada e todos os seus elementos nido pertencentes a
diagonal principal sdo iguais a zero, isto ¢, tem-se a; =0,se i # j, ela é

dita matriz diagonal.

Exemplos:

1) A=

00 0
2) A=|0 0 0
00 0

-1 0
3) A=| 0 2 0
0 0 O

A matriz diagonal de ordem # cujos elementos da diagonal principal
sdo iguais a 1 é chamada matriz identidade de ordem #. Indica-se por

Id, . Assim, tem-se:

1 0
0 1
I,=/0 0
0 0 0 1

nxn

Operagdes com Matrizes

Igualdade de matrizes: duas matrizes de mesma dimensdo A = (a i].) e
mxn

Bz(bij)mm sdo iguais se a; =b;, paratodo 1<i<m etodo 1<j<n.
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2) Adicio de matrizes: dadas duas matrizes de mesma dimensdo

A 2(“1“) e B =(bl“) , chama-se soma de A com B a matriz de
4 mxn y mxn
dimensao mxn cujos elementos sdo obtidos somando-se os elementos

correspondentes de A e B.

Notacio: A+ B =(aij +bij)

mxn

Exemplo: Dadas as matrizes

-1 2 10
o 3 -2 7

eB=| 3 -4 9 2 |, tem-se:
21 0 -1 12

A=[2 0 -3

N | W o

1 5 8 15
7

A+B=[2+3 4 6 ot
21 5 9 13

Observacio: esta operagao generaliza-se a um numero finito de matri-

zes de mesma dimensao.

Propriedades: dadas as matrizes A = (aij) ,B= (by) eC= (clj) ,
a adicdo de matrizes satisfaz as propriedades:

a) Comutativa: A+ B=B+A

b) Associativa: A + (B + C) = (A + B) +C

¢) Elemento Neutro: é a matriz nula 0 satisfazendo:

A+0=0+A=A.

mxn >

d) Elemento Oposto: considerada a matriz Az(aij) , 0 elemento

mxn

oposto da adi¢ao de matrizes é a matriz oposta de A, denotada por

-A,isto é, —A= (—a U) , que satisfaz:
mxn
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A+ (—A) = (—A) +A=0 (observe que 0 indica a matriz nula de

mesma dimensio de A).
Subtracdo de matrizes: a subtracdo das matrizes A e B é obtida fazendo-se:
A-B=A+(-B),
ou seja, a subtracdo de A e B é a adi¢ao de A com a matriz oposta de B.

Assim: A—Bz(aij —bij)

mxn

E claro que esta operagdo satisfaz as mesmas propriedades da adi¢io de

matrizes.

Multiplicacdo de uma matriz por um nimero real: dada uma matriz

A= (a i].) e um numero real «, chama-se produto do nimero «
mxn

por A a matriz cujos elementos sdo obtidos multiplicando-se cada ele-

mento de A por « .

Notacdo: - A =(a -aij)m.

Observacdo: uma vez que cada elemento da matriz ¢ um ntimero real,
quando se faz a multiplicagdo da matriz A pelo numero real o esta se

fazendo multiplicagdo entre niimeros reais (elementos da matriz e « );

entretanto, o resultado dessa multiplicacdo é uma matriz. Por simplici-

« »

dade de notagdo, omite-se o sinal de multiplicagdo “.”, sempre que nio

houver possibilidade de confuséo.

Exemplo:

, 2 .
Dados o numero real o = g e a matriz

2 -3 0
A= , tem-se:
5 1 —
5
4
- =2 0
aA=2A=|3
10 2 E

25
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Propriedades: considerem-se as matrizes A= (aij) e B= (b) e
mxn mxn

y

dois nimeros reais « e £ . Tem-se:

a)

b)

plad)=a(pA)=(ap)A

Observacdo: embora essas igualdades possam parecer naturais (e,
portanto, triviais), devem ser observadas as diferencas entre cada
membro. Por exemplo, no membro S (aA), multiplica-se, primei-
ramente, a matriz A pelo numero real «, obtendo-se a matriz aA;
depois, multiplica-se essa matriz pelo nimero real . Ja no termo
(aﬂ )A, efetua-se, primeiramente, a multiplicagdo entre os numeros
reais & e f, que resulta em um novo numero real, o qual multiplica

a matriz A.

a(A+B)=aA+aB

Observacdo: nessa propriedade, o primeiro membro da igualdade
mostra que, primeiramente, faz-se a adi¢ao da matriz A com a ma-
triz B, para depois multiplicar a matriz resultante pelo nimero real
a . O segundo membro da igualdade mostra que é valida a proprie-
dade de distribui¢ao: pode-se, primeiramente, multiplicar tanto a
matriz A, quanto a matriz B pelo numero real , para depois somar

as matrizes resultantes oA e aB.

o (a+p)A=aA+pA

d)

Observacao: nessa propriedade, o primeiro membro da igualdade
mostra que, primeiramente, faz-se a adi¢do dos numeros reais o e
[, obtendo-se um novo numero real « + £, e multiplicando, de-
pois, a matriz A por este novo numero. O segundo membro da
igualdade, a exemplo da propriedade anterior, também mostra uma
propriedade de distribui¢do: multiplica-se a matriz A pelo niimero
real o, obtendo-se a matriz @A ; depois, multiplica-se a matriz A
pelo numero real S, obtendo-se a matriz fA; em seguida, somam-

-se essas duas matrizes, ou seja, faz-se A+ fA.
1-A=A

Observacao: essa propriedade mostra que a multiplicagdo de qual-

quer matriz A pelo numero real 1 resultara na mesma matriz A. Isso
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parece (e é!) natural, porque cada elemento da matriz é multiplicado

pelo numero 1, que ¢ o elemento neutro da multiplicagdo de nume-

ros reais.
5) Multiplicacdo de matrizes: dadas duas matrizes A = (aij) eB= (bjk) ,
mxn nxp
chama-se produto de A com B a matriz A-B=C= (cik )mxp , onde:

Cp=ayby +apb, +ajby +---+a,b

in” nk?

paratodo 1<i<m etodo 1<k<p.

De modo equivalente, pode-se escrever:

Ci :Zn:alj -bjk,V 1<i<m,V1<k<p.

j=1

De acordo com essa definigdo, cada elemento ¢, da matriz A-B ¢
calculado multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha i da
matriz A pelos elementos da coluna k da matriz B e somando os produ-
tos obtidos. Observe que, para que seja possivel multiplicar a matriz A
pela matriz B, o nimero de colunas de A deve ser igual ao numero de
linhas de B. A matriz C resultante da multiplicagdo de A por B tem di-
mensao mx p, onde m é o numero de linhas de A e p é o numero de

colunas de B (Figura 1.2).

Figura 1.2
Matriz A Matriz B
mxn nxp
T T devem ser iguais T T

o resultado é de dimensao mx p

Propriedades: sejam A, B e C, matrizes tais que os produtos indicados a

seguir sejam possiveis. Sdo verdadeiras as propriedades:
a) Associativa: A (BC ) = (AB ) C
b) Distributiva:

- aesquerda: A(B + C) =AB+ AC

— adireita: (A+B)C=AC+BC

27
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c)

Elemento Neutro: considerada a matriz Az(al.j) , 0 elemento
neutro ¢ a matriz identidade de ordem m ( Id,, ), ou ordem n (Idn ),
pois: Ald, =A e Id, A=A.

Observacoes:

1)

2)

A operagao de multiplicacdo de matrizes ndo ¢ comutativa, isto &,
mesmo que sejam possiveis ambos os produtos AB e BA, tem-se,

em geral, que AB# BA , como se exemplificara adiante.

Na propriedade c) acima, vé-se que, dependendo de se multiplicar a
matriz A pela matriz identidade Id a esquerda ou a direita, tem-se
amatriz Id com ordem n ou m, ja que, para que a multiplicagdo seja
possivel, deve-se ter o nimero de colunas da matriz que é o primeiro
fator do produto igual ao numero de linhas da matriz que ¢ o se-

gundo fator do produto.

Exemplos:

1)

Dadas as matrizes:

11 12
all a12 al3
A= e B=|b, b, ,
Gy Gy Oy ), .4 b

31 Y2 /gy,

é possivel efetuar a multiplicagdo de A por B, ja que A tem trés colu-
nas, que é o mesmo numero de linhas de B. De acordo com a defini-

¢do, obter-se-4 uma matriz C de dimenséo 2x2 , isto é:

C C
n ‘o
C= .
€ €

Para se verificar rapidamente se o produto é possivel e qual é a di-

mensdo da matriz resultante, pode-se considerar apenas o “produto”

das dimensdes das matrizes: (2x3)-(3x2)=(2x2). Os elementos

da matriz C sdo calculados da seguinte maneira:

« elemento ¢, : multiplica-se cada elemento da linha 1 de A pelo
correspondente elemento da coluna 1 de B e somam-se os pro-
dutos obtidos:

¢,y =ayb,, +a,by +a,3by5
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« elemento ¢, : multiplica-se cada elemento da linha 1 de A pelo
correspondente elemento da coluna 2 de B e somam-se os pro-
dutos obtidos:
€1y =y by +ayby, +agsbs, s

 elemento c,,: multiplica-se cada elemento da linha 2 de A pelo
correspondente elemento da coluna 1 de B e somam-se os produ-
tos obtidos:
€= a21b11 + a22b21 + a23b31 >

« elemento c,,: multiplica-se cada elemento da linha 2 de A pelo
correspondente elemento da coluna 2 de B e somam-se os pro-
dutos obtidos:

€y =ayb, +ayb,, +ayb,, .

Assim, vem:
a, a,, a by by c, ¢
1 2 4 11 ‘2
AB= b, b, |= =C.
a21 a22 a23 b b 621 622
351 Y3

Nesta representacio, estdo destacados os elementos da linha 1 de A,
que sdo multiplicados ordenadamente pelos elementos da coluna 1

de B, resultando elemento c,, da matriz C.

Observe-se que, no caso dessas matrizes, é possivel também efetuar

a multiplica¢ao de B por A, ja que B tem 2 colunas e A tem 2 linhas.

A matriz D, resultante dessa multiplicacio, tera dimensdo 3x3.

Considerando-se apenas as dimensdes das matrizes, vem:

(3 X 2) -(2 X 3) = (3 X 3). Assim, a matriz D sera do tipo: D = (dik)m,

cujos elementos sdo:

« elemento d,,: multiplica-se cada elemento da linha 1 de B pelo
correspondente elemento da coluna 1 de A e somam-se os produ-
tos obtidos:
d,=bja, +b,a,;

« elemento d,: multiplica-se cada elemento da linha 1 de B pelo
correspondente elemento da coluna 2 de A e somam-se os pro-
dutos obtidos:

d,=ba,+b,a,,;

29
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« elemento d ,: multiplica-se cada elemento da linha 1 de B pelo
correspondente elemento da coluna 3 de A e somam-se os pro-
dutos obtidos:

d;=bja,;+b,a,;

+ elemento d,,: multiplica-se cada elemento da linha 2 de B pelo
correspondente elemento da coluna 1 de A e somam-se os produ-
tos obtidos:
dy =bya,, +byay;

« elemento d,,: multiplica-se cada elemento da linha 2 de B pelo
correspondente elemento da coluna 2 de A e somam-se os pro-
dutos obtidos:
dy =byay;, +bya,,;

+ elemento d,; : multiplica-se cada elemento da linha 2 de B pelo
correspondente elemento da coluna 3 de A e somam-se os produ-
tos obtidos:
dyy =bya,;+byays;

 elemento d,,: multiplica-se cada elemento da linha 3 de B pelo
correspondente elemento da coluna 1 de A e somam-se os pro-
dutos obtidos:
dy =bya,, +by,a,

« elemento d,,: multiplica-se cada elemento da linha 3 de B pelo
correspondente elemento da coluna 2 de A e somam-se os produ-
tos obtidos:
dyy =bya, +byya,,;

+ elemento d,;: multiplica-se cada elemento da linha 3 de B pelo
correspondente elemento da coluna 3 de A e somam-se os pro-
dutos obtidos:

dy;=bya,;+b,a,;.
Entao, tem-se:

b b d
P P T I g (s
21 22 321 azz a23 21 22 23 .
b b d d

31 32
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Nesta representacdo, estao destacados os elementos da linha 1 de B,
que sao multiplicados ordenadamente pelos elementos da coluna 1

de A, resultando elemento d,, da matriz D.

2 -1 5 0 1 4 -8
2) Sejam A= , B= e C= . Determi-
0 1 2 -1 -3 1 0

nar se possivel:

a) 2A+C
(2 —1} (4 —SJ [4+4 —2—8} (8 —10}
2A+C=2 + = -
0 1 1 0 0+1 240 1 2
b) AB
2 -1)(5 0 1) (2:54(-1)-2 2:0+(-1)(-1) 2:1+(-1):(-3)
AB= =
(0 1][2 -1 —3] ( 0-5+1-2 0-0+1-(-1) 0-1+1-(—3)J
[8 1 5]
. AB=
2 -1 -3
¢ B+C

Nao é possivel, pois B e C ndo tém a mesma dimensao.

d) BC
Nao ¢ possivel, pois o numero de colunas da matriz B, , ndo é

igual ao numero de linhas da matriz C, ,.

(

e) (A-3C)
S O T
~(A-3C)B= [_;: _ﬁ _iij

B

f) A?

L
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Observacoes importantes sobre a multiplicacio de matrizes:

1) A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa.

Exemplos:

1)

2)

Efetuar a multiplicagdo de A por B e de B por A, onde:

W2 ez )

Observe-se que, no caso dessas matrizes, sendo ambas quadradas de

ordem 2, é possivel efetuar ambas as multiplicagdes solicitadas. Tem-se:

AB:[—; 3}(—21 ij{(—siiiigjg (—3;:13:3:{—2 —2]

Por outro lado, tem-se:

2 1)1 2 2:1+1-(-3) 2:2+1-0 -1 4
BA = = =

-1 4)(-3 0) [(-1)-1+4:(-3) (-1)-2+4-0) (13 -2
Vé-se, assim, que, embora ambas as multiplicacbes AB e BA sejam

possiveis, tem-se que AB# BA .

Efetuar, se possivel, a multiplicagdo de A por B e de B por A, sendo:

1 -1 2 0 5
A= e B= .
2 3 1 3 -4

Sendo A de dimensao 2x2 e B de dimensdo 2x 3, é possivel multipli-
car A por B: (2 X 2) . (2 X 3) = (2 X 3) , isto é, o numero de colunas de A é
igual ao numero de linhas de B. Ja a multiplicagdo de B por A nao
é possivel, pois tem-se: (2 X 3) -(2 X 2) , ou seja, o numero de colunas de
B nio é igual ao numero de linhas de A. Entdo, fazendo-se a multiplica-
¢do de A por B, vem:

AB:{l —1]( 2 0 5}2[1-%(—1)-1 1:0+(-1)-3 1-5+(—1)-(—4)}

2 3L 1 3 4 2:2+3-1 20433 2:5+3:(—4)

ou seja,

1 -3 9
C=AB= .
7 9 =2
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O exemplo mostra que pode existir o produto AB e ndo existir o pro-
duto BA.

3) Dadas as matrizes

2 3 5 -3
A= e B= )
[4 5} (—4 2]

efetuar a multiplicagdo de A por B e de B por A.

Tem-se:

2 3 5 -3 -2 0
AB = =

4 5){-4 2 0o 2
e

5 =3)(2 3 -2 0
BA = =
(—4 2](4 5 [ 0 -2

Nesse caso, tem-se que AB = BA. Diz-se, entdo que as matrizes A e B
comutam entre si, ou que A e B sio comutdveis. E claro que para que A
e B sejam comutaveis é necessario que ambas sejam matrizes quadradas

de mesma ordem.

2) Namultiplicacio de matrizes nio vale a lei do anulamento do produto.
Sabe-se que, dados dois nimeros reais a e b, se o produto deles ¢é igual a
zero, isto é, se ab=0, entdo se conclui que pelo menos um deles é zero, ou
seja, tem-se a =0 ou b=0.0O mesmo nio ocorre com o produto de matri-

zes, isto é: dadas as matrizes A, e B, se o produto delas resulta na

pxn?

matriz nula, isto é, se AB= 0,,., > isso ndo acarreta, necessariamente, que

A seja uma matriz nula ou que B seja uma matriz nula.

Exemplo: considerem-se as matrizes ndo nulas

00 0 1
A= e B= ,
HHE R

tem-se:

w1 o S SO o
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3)

1.1

Essa é uma caracteristica da nulidade do produto de matrizes, que pode ser

posta de duas formas equivalentes:
- se AB=0, isso ndo implica que A=0 ou B=0;

- mesmoque A#0 e B#0, pode ocorrer que AB=0.

Na multiplicacao de matrizes nao vale a lei do cancelamento do pro-
duto. Considerando-se dois niimeros reais a e b, se 2a = 2b, entdo se pode
dividir ambos os membros da igualdade por 2 e conclui-se que a=b.
De modo mais geral, se ca=cb e se c#0, entdo se pode dividir ambos

os membros por ¢ e conclui-se que a=b. Essa é a chamada lei do

cancelamento.

Para o produto de matrizes, ndo vale a lei do cancelamento, isto é:

se AC=BC, nem sempre se tem A=B.

Exemplo: considerando-se as matrizes quadradas de ordem 2

-2 3 -1 1 4 2
A= , B= e C= , tem-se:
51 2 7 2 1
-2 3\(4 2 -2 -1 -1 1)4 2 -2 -1
AC= = e BC= = .
5 1)12 1 22 11 2 712 1 22 11

O exemplo mostra que AC = BC nao implica que A =B. Posto de outra

forma: tem-se AC=BC,com C#0 e, no entanto, tem-se que A # B.

2x27?

Conclui-se, assim, que na multiplicagdo de matrizes, nao vale a lei do can-

celamento.

.4. Outras Matrizes Especiais

1) Matriz nilpotente de indice k. A matriz quadrada A é dita nilpotente
de indice k, sendo k um numero natural maior do que 1, se AF=0

(aqui, o simbolo 0 representa a matriz nula de mesma ordem de A).

Exemplo: a matriz

e
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¢ nilpotente de ordem 2, pois:

, 0 0)0 0) (0 0
A’=AA= = =0,,.
2 0)l2 o) (oo

Observa-se que A também ¢ nilpotente de ordem 3, pois:

., (0 0)o o) (00
AT=AA= 0ol 0)Tlo o]0

De maneira geral, pode-se afirmar que A ¢ nilpotente de ordem k, sen-

do k um nimero natural maior ou igual a 2.

2) Matriz idempotente. A matriz quadrada A é dita idempotente se
A’=A.

Exemplo: a matriz

2]

E idempotente, pois:

AZ:AA:{_Z 2}{—2 2}{(—2)~(—2)+2-(—3) (—2)-2+2-3}{—2 2}:A.

-3 3|3 3| [(-3)(-2)+3:(-3) (-3)-2+3:3] |3 3

3) Matriz periodica de indice k. A matriz quadrada A é dita periddica de

T . . . k+1
indice k, sendo k um nimero natural maior ou iguala 1,se A" =A.

Exemplo: considere-se a matriz

!

Tem-se:

AZAAOOOO ooA
A T | T O TS O A
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4)

A4_A3A_00 0 o] [o o_A
B 1313 1| |3 1] 7

i .. o offo o] [o o
AT =AA= = = A, sendo kK um nuimero natu-
3 1113 1 3 1

ral maior ou igual a 1. Conclui-se, assim que a matriz A é periddica de

indice k.

Matriz transposta. Se a matriz A = (aij) tem dimensdo mxn, sua
mxn
transposta é a matriz de dimensao »nxm, cujas linhas coincidem orde-

nadamente com as colunas de A, denotada por A,

Assim, tem-se: A° =(a .i) )
J nxm

Exemplo: dada a matriz

1 2 7
A= ,
5 -3 8
2x3

sua transposta é a matriz

1 5
A=l 2 =3
7 8

Propriedades: é possivel mostrar que sdo validas as propriedades:

a) para qualquer matriz A= (aij) , tem-se: (At )t =A

mxn

b) dadas as matrizesA:(aij) eB:(bu)mm,tem-se: (A+B)' =A"+B'

[

mxn

c) se A:(aij)mxn e Bz(bjk)nxp,tem-se; (AB)f —BIA!

Observe-se que é possivel efetuar a multiplicagdo de A por B, que
resulta em uma matriz de dimensdo mx p. Assim, a dimensao da
matriz (AB )t que figura no primeiro membro da igualdade acima é
pxm. Por outro lado, matrizes B’ e A’ do segundo membro da
igualdade tém dimensdes pxn e nxm, respectivamente. Assim,

pode-se efetuar a multiplicagio de B’ por A', que resulta em uma
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. . < R . . t

matriz de dimensdo pxm. Vé-se, assim, que as matrizes (AB) e
t At (A . ~ » .. I3 .

B'A" tém a mesma dimenséo. E possivel mostrar, além disso, que

os elementos correspondentes dessas matrizes sao iguais.

d) Para qualquer matriz A = (a l.j) e para qualquer numero real ndo

mxi

nulo «, tem-se: (aA)t =aA'.

Matriz simétrica. Se A é quadrada de ordemne A= A", entdo A é dita
simétrica.

Como se podera observar facilmente nos exemplos que serdao dados,
em uma matriz simétrica os elementos simetricamente dispostos em
relagdo a diagonal principal sdo iguais.

Propriedades: sdo validas as propriedades:

a) se A é uma matriz simétrica e & é um namero real ndo nulo, entao

aA é também uma matriz simétrica;

b) para qualquer matriz quadrada A, tem-se que A+ A’ é uma matriz

simétrica.
Exemplos:

1) Dada a matriz

3 2 -5
A= 2 0 7],
-5 7 1

3 2 -5
A=l 2 0o 7/,
-5 7

e, portanto, tem-se que A = A", ou seja, A é simétrica. Conforme se
observou anteriormente, os elementos simetricamente dispostos em
relacao a diagonal principal da matriz sdo iguais.

Além disso, multiplicando-se A por qualquer niamero real nao nulo,

por exemplo, -2, vem:
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-5 7 1 10 -14 -2
que é simétrica, conforme se afirmou em uma das propriedades.

2) Considere-se a matriz quadrada

-1 1 3
A= 8 3 -5
1 -2 7

-1 8 1
A=l 1 3 =2
3 -5 7

~ 7 . 7 . t 7 ~ 7
Observe que A nao é simétrica e, portanto, A também néo é. So-

mando-se as duas matrizes, tem-se:

-1 1 3 -1 8 1 -2 9 4
A+A'=| 8 3 5[+ 1 3 =2|=| 9 6 -7
1 =2 7 3 5 7 4 -7 14

Como se pode ver, os elementos simetricamente dispostos em rela-
¢do a diagonal principal da matriz obtida sdo iguais e, portanto,
A+ A' é uma matriz simétrica, conforme se afirmou em uma das

propriedades dadas.

6) Matriz antissimétrica. Se A é quadrada de ordem #, diz-se que A é

antissimétricase A=-A".
Propriedades: é possivel mostrar que sio validas as propriedades:

a) se A é uma matriz antissimétrica e ¢ é um numero real niao nulo,

aA é também uma matriz antissimétrica;

b) para qualquer matriz quadrada A, tem-se que A— A’ é uma matriz

antissimétrica.
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Exemplos:

1) Dada a matriz

0 2 -5
A=|-2 0 7/,
5 -7 0

sua transposta é:

0 -2 5
A=l 2 0 -7,
-5 7 0

e, portanto, tem-se que A =—A", ou seja, A é antissimétrica. Como se
pode constatar neste exemplo, para que uma matriz seja antissimétrica
os elementos da diagonal principal devem ser nulos e os que estdo sime-

tricamente dispostos em relagdo a diagonal principal devem ser opostos.

2) Considere-se novamente a matriz quadrada

-1 1 3
A= 8 3 -5
1 -2 7

-1 8 1
A=l 1 3 =2
3 -5 7

-~ 7 . . 7 . t 7 ~ 7
Observe que A nao é antissimétrica e, portanto, A" também niao é.

Tem-se:

-1 1 3 -1 8 1 0o -7 2
A-A'=| 8 3 —5|-| 1 3 =21|=| 7 0 -3
1 =2 7 3 -5 7 -2 3 0

Como se pode ver, os elementos da diagonal principal da matriz ob-
tida sdo nulos e os que estdo simetricamente dispostos em relagdo a
diagonal principal sdo opostos; portanto, A— A’ é uma matriz an-

tissimétrica, conforme se afirmou em uma das propriedades dadas.
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Observacdo: usando as propriedades das matrizes simétricas e antis-
simétricas, pode-se decompor qualquer matriz quadrada A em uma
soma de uma matriz simétrica com uma matriz antissimétrica. De fato,

tem-se:
1
1) A+ A" ésimétricae, portanto, S= —(A + At) também o é;
2
1
2) A—A" éantissimétrica e, portanto, T = E(A - At) também o é.
Entao:

S+T=%(A+A‘)+%(A—At)=%(A+At+A—A‘)=%(2A)=(%2JA=A

Logo, A=S+T,ouseja, A é asoma de uma matriz simétrica com uma

matriz antissimétrica.

7) Matriz triangular. Se A é quadrada de ordem #, tem-se dois casos de

matriz triangular:

— triangular inferior: é tal que a i = 0,se i< j, ou seja, a matriz tem a

forma:
a, 0 0
A a) G4y 0
nxn
anl anZ ann

apy ap ar,
A = 0 ay - a4y,
nxn

0 0 a

nn

1.1.5. Matrizes Equivalentes

E usual referir-se a uma linha ou a uma coluna de uma matriz A, , como
sendo uma fila. Definem-se as seguintes operagdes elementares com os ele-

mentos de uma fila da matriz:
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a) permutar duas filas paralelas entre si, ou seja, permutar duas linhas en-

tre si ou permutar duas colunas entre si;
b) multiplicar todos os elementos de uma fila por um nimero real nao
nulo;
c) somar os elementos de uma fila com os elementos de outra fila paralela;
d) somar os elementos de uma fila com multiplos dos elementos de outra

fila paralela.

Quando se efetuam operagdes elementares com as filas da matriz A,

obtém-se uma matriz B, , que tem as mesmas propriedades da matriz A.

Tem-se, assim, a seguinte definigao:

Definicao: Uma matriz B é equivalente a uma matriz A se B pode ser obtida de

A através de uma sequéncia finita de operagdes elementares.

Exemplo: verificar se as matrizes

1 -2 5 1 0 -1
A= e B=
3 0 3 0 6 -18
sao equivalentes.

Para verificar se as matrizes dadas sdo equivalentes, tentar-se-a efetuar
operagdes elementares com uma delas, com o objetivo de obter a outra. Por

exemplo, serdo feitas operagoes elementares com as linhas de A, como segue:

1) al2linha se A sera copiada; a 22 linha sera substituida por outra, resultado
da operacgdo elementar “multiplicar os elementos da 1* linha por (—3) e

somar com elementos da 22 linha”, conforme se indica a seguir:

1 2 5\ 4. (1 -2 5
1 2 ;
3 0 -3 0 6 -18

2) mantém-se, agora, a 2% linha; a 12 linha sera substituida por outra, resulta-
do da operagdo elementar “multiplicar os elementos da 2* linha por | e

somar com elementos da 12 linha”, conforme indicado a seguir:

1 _2 5 1r 4L 1 O _1
372 1 : :B
0 o6 -18 0 6 -18
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Uma vez que, a partir da matriz A, pdde-se obter a matriz B, através de
operagdes elementares com as linhas de A, conclui-se que as matrizes A e

B sdo equivalentes.

Observe-se que, ao invés de realizar operagdes elementares com as linhas

de A, pode-se realiza-las com as colunas de A:

a) a 32 coluna se A sera copiada; a 1* coluna sera substituida por outra,
resultado da operagao elementar “somar os elementos da 32 coluna com
os elementos da 12 coluna”. Além disso, a 2¢ coluna sera substituida por
outra, resultado da operagdo elementar “multiplicar os elementos da 32
coluna por 2 e somar com os elementos da 2° coluna”. Essas operagoes

sao indicadas a seguir:

C,+C, 6 0 5
1 -2 5 §c§+c2
3 0 -3

b) serdo substituidas as trés colunas dessa nova matriz, através das seguin-

D>«

tes operagoes: “multiplicar os elementos da 12 coluna por +”; “multipli-

car os elementos da 22 coluna por (—5) ; “multiplicar os elementos da

12 coluna por (—1) e somar com os elementos da 3 coluna”. Tem-se:
6C1
T
6 1 3
0o -2 3 06 -3

3) mantém-se, agora, as colunas 1 e 2 e substitui-se a 32 coluna por outra,
obtida através da operagdo: “multiplicar os elementos da 22 coluna por

(—%) e somar com os elementos da 3 coluna’, ou seja:

1 0 -1} ¢4, (1 0 -1
2 5 =B
0 6 -3 0 6 —18

Observacao: depois de vistos os métodos de resolugdo de sistemas de equagdes

lineares, serd introduzido o conceito de matrizes semelhantes.
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1.1.6. Matriz Escalonada

1) Matriz escalonada por linha. Diz-se que uma matriz Az(aij)

mxn

estd escalonada por linha se a; =0, para i> j. Assim, a matriz A tem

a forma:
ay G 4 AL,
0 a, ay Ao
Ao 0 0 a as,
0 0 0 a

Observacio: os elementos a;; tais que i < j podem ou ndo ser nulos.

Exemplo: as matrizes seguintes sio matrizes escalonadas por linha:

-1 1 0 5100
A=|0 2 4 2|;B=|0 0 2 7].
1 00 0O

2) Matriz escalonada por coluna. Diz-se que uma matriz A =(aij)

mxn

esta escalonada por coluna se a i = 0, para i< j. Assim, a matriz A tem

a forma:
a, 0 0 0
a,, Gy 0 0

Observacdo: os elementos a;; tais que i > j podem ou ndo ser nulos.

Exemplo: as matrizes seguintes sdo matrizes escalonadas por coluna:

-1 0 0 0
5000
2 5 0 0
C=/3 0 0 0;D= .
3 2 5 0
2 2 1 4
0 -2 -1 4
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Para, a partir de uma matriz dada A, obter-se uma matriz escalonada
(por linha ou por coluna) que seja equivalente a A, efetuam-se opera-

¢Oes elementares com suas filas.

Exemplos:

1)

2)

Dada a matriz

1 0 3
A=-2 2 -1},
1 4 -3

obter matrizes escalonadas por linha e por coluna equivalentes a ela.

Efetuar-se-do operagdes elementares com as linhas de A, indicadas em

cada etapa, como segue:

10 3}, (1 0 3 10 3
2 2 —1|—bts sl 2 5|2kt gl 2 5,
1 -4 -3 0 -4 -6 0 0 4

Assim, a matriz escalonada por linha que se obteve é equivalente a matriz A.

Por outro lado, para se obter uma matriz escalonada por coluna que seja
equivalente a A, efetuar-se-ao operagdes elementares com as colunas de A,

como segue:

1 0 3 1 0 0 1 0
YRS ) M- TN D S S s L5 S HN O S O
1 4 -3 1 4 -6 1 4 4

a matriz escalonada por coluna que resultou ¢ equivalente & matriz A.

Dada a matriz

-2 1 1 0
B= 3 -1 2 -=2],
1 3 -3 1

obter matrizes escalonadas por linha e por coluna equivalentes a ela.

Efetuando-se operagdes elementares com as linhas de B, indicadas em

cada etapa, tem-se:
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2 1 1 0} nu, (21 1 0 21 1 0
341 2 2|yl oL 2 | Ty g L 1
1 3 3 1 02 -5 1 0 0 —27 15

Assim, a matriz escalonada por linha que se obteve é equivalente a matriz B.

Por outro lado, para se obter uma matriz escalonada por coluna que seja

equivalente a B, efetuar-se-30 operagdes elementares com suas colunas,

como segue:

2 1 1 0} g, (20 0 0) o (20 0 0} Lo
3041 2 2|28, 3 1 2 | 2% 3 7 | 29,
1 3 -3 1 12 -5 17 -5 1
eue, (20 0 0) (20 00

_26+C | 3 0 0|—s"% | 3 1 0 ol

1 7 -54 15 1 7 -54 0

A matriz escalonada por coluna resultante das operagdes elementares é

equivalente a matriz B.

1.1.7. Matriz Inversivel

Definicdo: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, se existir uma matriz
quadrada B, de mesma ordem, tal que A-B=B-A=1Id,, entdo a matriz B é

chamada inversa da matriz A. Diz-se, entdo, que A ¢é inversivel.
~ -1
Notacdo: A .
Se a matriz A é inversivel, sua inversa é Unica. Se A nao admite inversa,

diz-se que A é singular.

Determinacido da inversa: ver-se-4, no momento, apenas um método de deter-
minacdo da inversa de uma matriz inversivel A, usando operagdes elementares.
Apds o estudo dos determinantes e dos sistemas lineares, ver-se-ao outras duas
formas de se determinar a matriz inversa de uma matriz.

Para se determinar a inversa de uma matriz quadrada A de ordem # atra-
vés do método das operagdes elementares, procede-se da seguinte maneira:

escreve-se uma matriz “ampliada’, com n linhas e 21 colunas, dividida ao meio
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verticalmente. Nas n primeiras linhas e colunas (ou seja, do lado esquerdo da
divisdo), colocam-se os elementos da matriz A. Nas restantes » linhas e colu-
nas (ou seja, do lado direito da divisao), colocam-se os elementos da matriz
identidade Id, . Efetuam-se operagdes elementares com essa matriz ampliada,
com o objetivo de transformar a matriz A, que esta do lado esquerdo, na matriz
identidade. Ao final do processo, A terd se tornado a matriz identidade e a
matriz do lado direito, resultante das operagoes feitas com a matriz Id_, é
a matriz inversa de A, ou seja, é A",

1 3
Exemplo: Considerem-se as matrizes A =(2 j e B= . Determi-

D W =
—_— NN
—_— = O

nar a inversa de cada uma delas, através do método das operagdes elementares.

1 3
2 4

10

0 J. Observe-se que esta

Escreve-se a matriz ampliada de A: [

matriz tem o mesmo nimero de linhas de A, mas tem o dobro de colunas. Do
lado esquerdo, esta a matriz A; do lado direito, a matriz Id,. Efetuam-se, a

seguir, operagdes elementares com esta nova matriz, como segue:

1) copia-se a primeira linha, ja que o primeiro elemento de A é 1, que ¢ tam-
bém o primeiro elemento da matriz identidade, que é o objetivo final. A

segunda linha serd modificada através das operagdes —2L, +L,:

1 3/1 0 1 31 1 0
—2L,+L, :
2 410 1 0 —2|-2 1

2) com o objetivo de obter um zero na posi¢do a,, da matriz A, copia-se a

segunda linha e transforma-se a primeira, fazendo-se: ELZ +L,:

1 3| 1 0) 5., 1 o2 2
22 1 ;
0 2|2 1 0 2|2 1

3) resta, apenas, tornar o elemento a,, igual a 1; para isso, basta que se mul-

tiplique a segunda linha por -

1 o2 2) 10
272
0 —2|-2 1 0 1
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Tendo a matriz do lado esquerdo se transformado na matriz identidade, a

do lado direito é a matriz inversa procurada, isto é:

Considerando-se, agora, a matriz B, de ordem 3, a matriz ampliada tera 3

linhas e 6 colunas, indicada abaixo:

D W =
—_ NN
—_— = O
[
S = O
_ O O

Far-se-30 as operagdes indicadas nas passagens de uma matriz a outra,

conforme se segue:

120][100) 1 2 ol 1 o
32 10 1 o]—22hyl 0 —4 1|3 1 e EN
21 1/0 0 1 0 -3 1|2 o0 1
1 2 o] 1 0o o 2 o 1 0 o),
3L,+L 4L
I 4 o
3 1/=2 0 1 o 1] 1+ =2 1
2 1 0 0 1 0 0]-1 2 =2
1 -1 1| —2kth 1 0l 1 -1 1
0 1 -3 4 0 1| 1 -3 4
-1 2 =2
“B'=l 1 -1 1
1 -3 4

Observacdo: se, ao se efetuarem operagdes elementares com uma matriz, se

obtiver uma ou mais filas nulas, conclui-se que a matriz nao admite inversa.
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1.2. DETERMINANTES
1.2.1. Historico

Os primeiros estudos sobre determinantes datam, provavelmente, do sécu-
lo 111 a.C. Mas foi s6 em 1683 que o japonés Takakazu Seki Kowa (1642-1708)
usou a idéia de determinante em seus trabalhos sobre sistemas lineares.

O uso do determinante no ocidente comegou 10 anos depois, com um
trabalho de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ligado também a sistemas
lineares. O francés Etienne Bézout (1730-1783) sistematizou, em 1764, o pro-
cesso de estabelecimento dos sinais dos termos de um determinante. E coube
a outro francés, Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796), a primeira
abordagem da teoria dos determinantes.

O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812, em um traba-
lho de Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) sobre o assunto. Além de Cauchy,
quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos determinantes foi o alemao
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Deve-se a ele a forma simples como essa
teoria se apresenta até hoje.

O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n(n € N*) é um

escalar, denotado por det(A) .
Determinante de uma matriz quadrada de ordem 1.

Dada a matriz A= (au), seu determinante ¢ igual ao proprio elemento
a,,. Indica-se: det(A) ou |an|.

Observacdo: ndo se deve confundir, neste caso, a notagao |a11|, que indica o
determinante da matriz cujo unico elemento é o nimero real a,, , com o mo-

dulo (ou valor absoluto) do nimero real a,, .

Exemplo: se A= (—5), entao det(A) =-5,
Para se obter o determinante de matrizes quadradas de ordem n>2, apli-

cam-se 0os métodos que serdo descritos a seguir.

1.2.2. Regra de Sarrus

Esta regra deve-se a Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), a qual se aplica aos

determinantes de 22 e 3 ordem, como segue.
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Determinante de uma matriz quadrada de ordem 2.

a4y
a,, a

Dada a matriz A = , seu determinante é:

21 22

det(A)za11 iz =a,a a.a

11%22 7 “12%21>
) Ay

ou seja, o determinante de A ¢ igual a diferenca entre o produto dos elementos
da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria da

matriz.
Exemplo: dada a matriz

-3 2
4 2

>

seu determinante é:

2 =(-3-2)-(2-4)=—6-8=-14

det(A)z 5

Determinante de uma matriz quadrada de ordem 3.

a a

n % 4

O determinante da matriz A=|a, a,, a,; | ¢ calculado da seguinte

maneira: s 4z G

a 12 a13

1
det(A) =Gy Gy Gy =0y,05)053 1 0,0,305, T0,34,,05, +

a

31 93 O3

- (a13a22a31 +a,,0,305, +0,,0,,05 )

Pode-se usar a seguinte regra pratica: repetem-se as duas primeiras colu-
nas ao lado das trés colunas originais do determinante; em seguida, somam-se
os resultados dos trés produtos “no sentido da diagonal principal”, subtrain-
do-se, depois, a soma dos trés produtos efetuados “no sentido da diagonal

secundaria’, conforme mostra a Figura 1.3.



| INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

Figura 1.3

a a

11
det(A): Ay Ay By | Ay Gy

@y Ay | By A3

12 A |4 Ay
» N .7

31 .-

“a

KK A A
TA1305,031-0110,303, ~01,0,,03; 11890331 01,0,305,10,30,,45,

137722 21

Observacdo: esse método de calcular o determinante se aplica apenas a matri-

zes quadradas de ordem 3.

Exemplo: seja

1 2 0
A= -1 3 2|.Tem-se:
3 4 2
1 1
det(A)=|-1 -1 3=

=[1-3-2+2:2:3+0-(-1)-(-4) |-[0-3-3+1-2-(-4)+2-(-1) 2] =

=(6+12+0)—(0-8-4)=18+12=30

1.2.3. Teorema de Laplace

Para matrizes quadradas de ordem n (n > 2), o Teorema de Laplace (Pier-
re-Simon Laplace, 1749-1827) oferece uma solucdo pratica no célculo dos
determinantes. Para que seja possivel utiliza-lo, sio necessarias as definigoes

seguintes.

Menor complementar. Dada a matriz quadrada A=(aij) de ordem

nxn

n(n= 2) » 0 menor complementar de um elemento genérico a;; da matriz ¢ o

determinante D;; que se obtém suprimindo a linha i e a coluna j de A.
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Exemplo: dada a matriz

2 -5 0
A= 1 3 -1},
-4 =2 1

determinar os menores complementares D,,,D,, e D,.

De acordo com a definic¢do, tem-se:

p,=| > Y2
22__4 1_ >
b, > Y-
32 1 _1_ 4
1 3
Dy=|_, _|=10.

Cofator. Dada a matriz quadrada A = (a ij)m de ordem n, sendq n>2, cha-
ma-se cofator de um elemento a; da matriz ao produto de (—I)W pelo deter-
minante da submatriz obtida eliminando-se de A alinha i e a coluna j. Assim,
o cofator de uma elemento a i ¢ o menor complementar desse elemento, mul-

tiplicado por (—1)i+j - O cofator do elemento a,; ¢ denotado por A, .

Exemplo: considere-se a matriz:

2 -1 2
A=| 1 -1 0].Oscofatores dos elementos a,, e a,, sdo:
3 3 1
2 -1
A, =(-1)" s =) (6+3)=-9
A31=(—1)3+l-j i:l-(0+2)=2.

Teorema de Laplace: O determinante de uma matriz quadrada A de ordem
n (n > 2) ¢ igual a soma dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna

qualquer pelos respectivos cofatores.
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Assim, dada a matriz

all a12 1n

A ay 4y Ao
nxn >

anl anZ ann

tomando-se como referéncia, por exemplo, a primeira linha, tem-se:

det(A) =a A, +a A, ++a, AL

Observacio: pode-se aplicar o Teorema de Laplace utilizando-se qualquer li-

nha ou coluna da matriz A como referéncia. E usual escolher-se aquela que

apresenta a maior quantidade de zeros, com o objetivo de diminuir os calculos.

Exemplos:
1 2 0

1) Dada a matriz A=| -1 3 2|, calcular seu determinante usando o
3 4 2

2)

Teorema de Laplace.

Escolhendo a 32 coluna como referéncia, vem:
det (A) =a;A;5+a,A,)+HagsAs,

ou seja,
-1 3

det(A)=0-(-1)"" .

det(A)=-2-(-10)+2-(5)=20+10=30.

Considere-se a matriz

3 1 0 0
-1 2
A= 7 . Calcular seu determinante, usando o Teorema de
4 1 2 -1
Laplace.

Escolher-se-4 a primeira linha para aplicar o Teorema de Laplace, porque

ela apresenta dois elementos nulos, o que facilita a aplicagdo do método.
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Analogamente, poder-se-ia ter escolhido a quarta coluna, que também
apresenta dois zeros. Entretanto, ressalta-se que se pode escolher qualquer

linha ou coluna. Tem-se:
det(A) =ap A tapA, fapAs+aAg

Assim, vem:

2 5 1 105 1 102 1
det(A)=3-(-1)"-]7 -1 o[+1:(-1)":[3 -1 o[+0-(-1)"| 3 7 o+
12 -1 4 2 -1 41 -1
12 5
+0-(-1)""| 3 7 -11=3.52-1.24=132
41 2

1.2.4. Regra de Chié

Deve-se ao matematico italiano Felice Chi6 (1813-1871). Seja A =(aij)
uma matriz quadrada de ordem n (n > 2). Admitindo-se, inicialmente, que a
matriz A apresente um elemento a; =1, suprimem-se a linha i e a coluna j
correspondentes a este elemento unitario, restando uma submatriz de ordem
n—1.

Toma-se cada elemento a,, dessa submatriz e dele subtrai-se o produto

pk

a,a,;,ou seja, constroi-se a matriz B = (bpk), onde b, =a, —a,a,.

b
O determinante de A sera dado por:
det (A)=(-1)"-det (B).

Para visualizar melhor esse processo, considere-se a matriz

ay 4y 4dp ay,

) Gy Gy 2n
A= Az Gi  dss as, |5

anl anZ an3 ann

supondo-se, por exemplo, que o elemento a,, sejaigual a 1, eliminam-se de A

alinha 1eacolunal:
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aps 1n!
Ay 2n
as; asy,
an3 ann

Constroéi-se, agora, a matriz B, a partir dos elementos que restaram na ma-
triz A, depois de suprimidas a linha 1 e a coluna 1. Por exemplo, o elemento

b,, é obtido da seguinte forma:
by, =a5,—a,a;;

para a obtengdo do elemento b, faz-se:
bnS = an3 _a13an1 N

Procedendo-se de modo anélogo, constrdi-se a matriz B:

Ay =00, Gy3 =030, 0 Gy, —04y,0,
B— Az —0paz Gz — 4305 0 4, —0y,05
anZ _a12an1 an3 _a13an1 ann _alnanl

Portanto, o determinante de A é:

Ay =00y Gy =0y 0 Gy, —aydy,
1 (A3 =005 A3z —Adpds o ds, —0dy,05

det(A) = (—1) .
an2 _a12anl an3 _a13an1 e ann _alnanl

Exemplo: tomando-se novamente a matriz

1 2 0
A=|-1 3 2],
3 4 2

considerada nos exemplos anteriores, usar a regra de Chié para calcular seu
determinante.

Aplicar-se-4 a regra de Chid para o elemento a,, =1. Assim, eliminar-se-ao
a primeira linha e a primeira coluna de A e construir-se-a a matriz B a partir

dos elementos que restaram em A. Entdo, vem:
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32(3—2-(—1) 2—0-(—1)}2[ 5 2}
—4-2.3 2-0-3] |-10 2
portanto, tem-se:

det(A)=(-1)"-det(B)=1- z=5-2—(—10-2):30,

-10
que é o resultado obtido anteriormente, por meio dos outros métodos.

Observacdo: caso a matriz A nao apresente um elemento igual a 1, pode-se es-

colher qualquer elemento ndo nulo a; e multiplicar a fila (linha ou coluna) a

1 . .
qual ele pertence por — para se obter o elemento 1 necessario para a aplica-
ij
¢do da regra de Chio. Obter-se-a uma matriz M, para a qual se aplica a regra de

Chié. Como se vera a seguir, nas propriedades dos determinantes, o determi-

nante da matriz M ¢ igual ao determinante de A, multiplicado por i , ou seja,
a..
ij
1
det(M) = —det(A) , &, portanto, det(A) =a; det(M) .

ajj

Exemplo: considerando-se, novamente, a matriz A do exemplo anterior, calcu-
lar-se-4 seu determinante utilizando-se o elemento a,, =3 (supondo que nao

houvesse nenhum elemento igual a 1 na matriz A). Portanto, multiplica-se a

1
terceira linha de A por 3 e obtém-se a matriz M:

,_.
|
|
w | o

Aplica-se, assim, a regra de Chio para essa nova matriz, tomando-se como
referéncia o elemento c,, =1. Para tanto, eliminam-se a terceira linha e a pri-
meira coluna da matriz C e constrdi-se a matriz B, de ordem 2, a partir dos

elementos que restaram na matriz C:
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2—(—%-1 0o-=a| (10 _2
B 3 3003
4 2 5 8
3—[—5)(—1) 2-=-(-1) 3 3

10 2

det(M)=(-1)"-der(B)=1| > 3|=10

- = =13 o=,
3 3

Assim, conclui-se que:
det(A)=3det(M)=3-10=30,

resultado que ja foi obtido através dos métodos anteriores.

1.2.5. Propriedades dos Determinantes
Seja A uma matriz quadrada ordem n.
1) Tem-se det(A) =0 se:
o A possui uma fila (linha ou coluna) nula;
« A apresenta duas filas paralelas iguais;

o A possui duas filas paralelas proporcionais (isto é, os elementos de
uma fila sdo multiplos dos elementos da outra fila) ou se uma das

filas é uma soma algébrica de multiplos das outras filas.

2) Se A é triangular (superior ou inferior) ou se A é diagonal, seu determi-

nante é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

3) Multiplicando-se uma fila de A por um escalar nao nulo «, seu deter-

minante ficard multiplicado por «.

4) Permutando-se duas filas paralelas de A, seu determinante ficara mul-
tiplicado por (—1) .

5) Se B é uma matriz obtida de A somando-se uma fila com um multiplo

de outra fila paralela, ou seja, se A e B sdo equivalentes, entdo

det(B) = det(A) .
6) det(A")=det(A).
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7) det(A_l) =m , desde que det(A) #0.

8) det(AB) = det(A)det(B) .

ap Gy o 4y
21 G4 Ao . . .
9) Se A= e, a partir de A, constroéi-se a matriz
anl an2 ann
ap+x, ap, A,
a, +X, 04y Ao
B = >
anl +xn anZ arm
entdo:
ap,+x, ap Ayl |91 4 Ayl (%1 9 1n
Ay TXy Gy w0 Gy, |Gy 4y Ao 4 Xy Gy Ay
anl +xn an2 arm anl anZ ann xn an2 ann

Observacdo: ¢ claro que esta propriedade é verdadeira se, ao invés de se soma-
rem numeros reais a primeira coluna de A, como explicitado acima, somarem-se

numeros reais a qualquer outra coluna de A.

Exemplos:

1) Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 tal que det(A) #0. Calcular
det(A) , sabendo que A*=2A=0.
Se A>~2A=0,entdo A’ =2A.
Das propriedades dos determinantes, vem: det(Az) = det(ZA) .
Um erro muito comum que se comete é afirmar que det (2A) = 2det(A).
Isso nao ¢ verdade, pois a matriz 2A ¢é obtida multiplicando-se todos os
elementos de A por 2, ou seja, multiplicando-se cada uma das duas linhas

de A por 2; assim pela propriedade 3 vista anteriormente, o determinante

de A fica multiplicado por 2-2. Entdo:



58 | INTRODUGAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

det(A”)=det(24)=> det (AA)=2-2-det(A)=>

= det (A)det(A)=4 det(A)=[det(A)] =4 det(A)=[det (A)] ~4 det(A)=0
Tem-se uma equagdo do 2° grau, cuja “variavel” é det(A) . Assim, vem:
det(A)(det(A) - 4) =0,
de onde se segue que det(A) =0 ou det(A) =4.Uma vez que, por hipd-
tese, sabe-se que det (A) #0, conclui-se que det (A) =4.

2) Considerem-se as matrizes

1 4 0 1 -1
A=|2 3 2|eB=| 2 2 2|
1 13 -1 0 -1

a) Mostrar que é verdadeira a propriedade 8, ou seja, mostrar que:
det(AB) = det(A)det(B) .

Calculam-se, inicialmente, os determinantes de A e de B:

140

det(A)=[2 3 2/=1-3-3+4-21+2:1.0—(0-3-1+2-1-1+2-4-3)=-9
113
1 -1 2

det(B)=| 2 2 2[=1-2:(-1)+(-1)-2:(-1)+2-0-2+
-1 0 -1

—(2-2+(-1)+2-0-1+2-(-1)-(-1)) =2

Por outro lado, efetuando-se a multiplicagdo de A por B, obtém-se:

1 40 1 -1 2 9 7 10
AB=|2 3 2|l 2 2 2|=|6 4 8]|;
1 1 3)|-1 0 -1 0 1 1
assim, seu determinante é:
9 7 10
det(AB)=|6 4 8/=9-4-1+7-8-0+6-1-10+
0 1 1

—(10-4-0+9-8:-1+6-7-1)=-18 =(-9)-2
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Vé-se, assim, que det (AB)=-18=(-9)-2, ou seja, det(AB)=det (A)det(B).

b) Verificar se é verdadeira a afirmacéo: det(A + B) =det (A) + det(B) .

Ja se sabe que det(A) =-9 e que det (B) =2 . Portanto:

det(A)+det(B)=—9+2=—7 (1)

Calcula-se, entdo, asoma A + B, para depois calcular seu determinante:

2 3 2
A+B=|4 5 4|;
01 2
entao:
2 3 2
det(A+B)=|4 5 4/=2-5-2+3-4-0+4-1.2—(2-5-0+4-1-2+4-3-2)=—4
01 2
Portanto, det(A + B) =—4 (2)

3)

De (1) e (2), conclui-se que ndo ¢ verdadeira a igualdade dada, isto ¢, em

geral:

det(A + B) #* det(A) + det(B) .

E possivel mostrar que a 4rea de um triAngulo com vértices nos pon-

tos Pl(xl,yl), P,

€xpressao

>

1

onde a matriz A é

X, o1
A=|x, y, 1|
X3 y; 1

(xz,yz) e P3(x3,y3) pode ser calculada através da

Usando essa expressdo, calcular a area do tridngulo com vértices nos pon-
tos P (L,1), P,(1,3) e Py(2,0).
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Primeiramente, constroi-se a matriz com as coordenadas dos pontos, isto é:

1
A=|1
2

S W =

1
1{;
1

seu determinante é:

111
det(A)=|1 3 1/=1-3-1+1-0-1+1:1-2—(1-3-2+1-0-1+1-1-1) =-2.
2 01

Assim, a area do triangulo é:

S =l|det(A)| = l-|—2| = l-2 =1 unidade de érea.
2 2 2

1.2.6. Aplicacdo do Determinante no Célculo da Matriz Inversa

Sabendo-se, agora, como calcular o determinante de uma matriz quadra-
da, pode-se ver uma das formas de determinar a matriz inversa de A, se existir,
isto é, se A for inversivel. Para isso, utilizam-se as defini¢des de menor comple-
mentar e de cofator, vistas anteriormente, além da matriz cofatora, definida

a seguir.

Matriz cofatora. Dada uma matriz quadrada A de ordem n (n > 2) , chama-se
matriz cofatora de A a matriz cujos elementos sao os cofatores de cada elemento

da matriz dada.

Notacdo: cof(A).

1 0 -2
Exemplo: dada a matriz A=| 0 -1 3|, os cofatores de seus elementos
sa0: 2 4 0
1+1 1 3
A, =(-1)- e
1+2 0 3
Ap (_ ) ' -
2 0
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A, =(-1)" _i =2
Ay =(-1)"" _i -8
Ay, =(-1)" ; _é =4
Ay =(-1)"" ) Z=—4
Ay =(-1)™ _0 _2 -2
A, =(-1)"" ; _i =3
A, =(-1)" . _(i =-1.

Assim, a matriz cofatora de A é:

-12 6 2
cof (A)=| -8 4 4.
-2 -3 -1

Matriz adjunta. Dada uma matriz quadrada A de ordem n (n > 2), chama-se

matriz adjunta de A a transposta da matriz cofatora da matriz dada.
Notacao: Adj(A) .
Assim: Adj(A) = (cof(A))t .
Pode-se, agora, usar o resultado seguinte para calcular a inversa de uma

matriz inversivel A.

Proposicdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem n(nZZ), tal que
det(A);tO. Entdao, a matriz inversa de A ¢ determinada por:
1
-1

B det(A) Adj(4).
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Observagio: se det(A) =0, a matriz A ndo admite inversa, ou seja, ¢ singular.
Assim, uma matriz ¢ singular se, e somente se, det (A) =0.Se det(A) #0,A

¢ dita nao-singular.

1 2
Exemplo: Considere-se a matriz A={3 2 . Determinar sua inversa atra-
2 1

— = O

vés da matriz adjunta.

Verificar-se-a que A é nao-singular, ou seja, A admite inversa, calculando

seu determinante. Tem-se:

1
det(A)=|3 =(1-2-1+2-1-240-3-1)—(0-2:2+1-1-1+2-3-1) =—1.
2

— NN
—_— = O
N W =
[\ I \°)

Como det(A) =-1#0, A é ndo-singular e, portanto, admite inversa. Cal-

culam-se, assim, os cofatores dos elementos de A, como segue:

AH:(—l)“I-i 1:1
A, =(-1)" ) i:—l
A, (—1)”3; g -
A, =(-1)" 21 ?:—2
A, (—1)2*2-21 ?:1
A23—(—1)2+3-; i=3
A=) =2
A32—(—1)3+2-; ?:—1
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1 2
3 2

A33 _ (_1)3+3 .

Assim, a matriz cofatora de A é:

1 -1 -1
cof(A)=| -2 1 3
2 -1 4

e, portanto, sua adjunta é:

1 -2 2
Adj(A)=(cof (A)) =| -1 1 -1
-1 3 4

Logo, a matriz inversa de A é:

. (o) (o2 2
Al= CAdi(A)=—-| — -1|= -
2ot (4] li(A) -1 1l 1 -1

-1 3 —4 1 -3 4

1.3. SISTEMAS LINEARES
1.3.1. Histoérico

Na matematica ocidental antiga, sdo poucas as apari¢des de sistemas de
equagoes lineares. No Oriente, contudo, o assunto mereceu atencao bem
maior. Com seu gosto especial por diagramas, os chineses representavam os
sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de bambu
sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim, acabaram descobrindo o método
de resolugao por eliminagdo — que consiste em anular coeficientes por meio de
operagoes elementares. Exemplos deste procedimento encontram-se nos
“Nove capitulos sobre a arte da Matemadtica”, um texto que data, provavelmente,
do século 111 a.C.

Definicio: Chama-se equagao linear a n variaveis toda equacédo do tipo:
a,x,+a,x,+--+ax,=b,

onde:
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e a,a,,,a, sio numeros reais, chamados coeficientes;
e X,X,, ", X, Sd0as variaveis;
o béotermo independente.

Observe que em uma equagdo linear as variaveis tém expoente 1 e nao

aparecem termos nos quais haja produto de duas ou mais variaveis entre si.

Exemplos:

1)

2)

3)

4)

5)

A equagdo a,x,+a,x,=b pode ser escrita na forma Ax+By+C=0,
onde as incégnitas x, e x, foram chamadas, respectivamente, de x e y e os
coeficientes a, e a,, representados por A e B. O termo independente, nes-
te caso, é C, o qual pode ser escrito no primeiro ou no segundo membro da
equacdo. Esta representa, no plano Oxy, uma reta e é chamada equagao

geral da reta.

A equagdo linear Ax+By+Cz+ D=0, na qual os coeficientes A, Be C
ndo se anulam ao mesmo tempo, tem como representagio geométrica, no
espago tridimensional, um plano.

Por exemplo, a equagdo 2x —3y+z =8 ¢ linear, pois apresenta, em cada

termo, apenas uma incognita com expoente igual a 1.

~ 2 ~ & T . . 7 .
A equagdo x” —3x—4=0 nao ¢ linear, pois apresenta incégnita com ex-

poente maior do que 1 (no caso, expoente 2).

A equagao 3x+2xy —3y =5 nao ¢ linear, pois apresenta o termo 2xy , que

depende do produto de duas incognitas.

3 . . . ;
A equagdo —+5y =1 ndo é linear, pois o expoente da variavel x é -1.
x

Definicdo: Dada a equagdo linear a x, +a,x, +---+a, x, =b, chama-se solu-

¢do desta equagdo a sequéncia de n numeros reais (ou seja, uma n-upla)

a,,a,,a,talque: a,a, +a,a, +---+a,a, =b éumaidentidade verdadeira.

Exemplos:

1)

A equagao geral da reta, dada por Ax + By + C =0 também pode ser escrita

A
na forma reduzida y =ax+b, onde a= 3¢ b= —%, desde que B#0.
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2 5
Assim, dada a equagdo 2x+3y—5=0, pode-se escrever y = —gx + 3

. A1 2 5 .
Quando se faz y =0, obtém-se a equagdo linear —Ex +==0, cuja solu-
¢d0 é um unico valor de x:

2 5 2 5 5
——x+=-=0= ——x=—= = x=—.
3 3 3 3 2

Logo, o par ordenado G,oj ¢ uma solucao da equagdo linear dada.

2) Dada a equagdo linear 2x—3y+2z=38, a terna (x,y,z) = (1,0,6) , ou seja,
x=1, y=0 e z=6, é solugdo da equagio pois, substituindo-se esses va-
lores na equagao tem-se: 2-1-3-0+6 =8, ou seja, 8 =8, que ¢ uma iden-
tidade verdadeira.

Ja a terna (2,2,1) nao ¢ solu¢ao desta equagio, pois:

2:2-3.2+1=8 = —1=38, que é falso.

1
3) Dadaaequagédo linear x -2y +EZ =1, verifica-se que, para x=2, y=1e

z=2,tem-se:
1
2-2-1+—-2=1,
2

ou seja, a terna de valores (2,1,2) satisfaz a equagdo e, portanto, ¢ uma

solu¢do da equagio dada.

Definicdo: Chama-se sistema linear a um conjunto formado por m equagdes

lineares a n incdgnitas x,,x,,---,x,, consideradas simultaneamente, como

bl n bl
indicado:

a, X, +a,x,+--+a,x, =b

Ay X, +0a,x,+--+a, x, =b,

S

mxn *

a, . x,+a, x,+-+a, x =b_

Os elementos a;, com i€ {1,2,---,m} eje {1,2,---,11} sd0 os coeficientes

das incognitas e b,,b,,---,b, sdo os termos independentes das equagdes do

m

sistema; mxn indica a ordem do sistema.
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Observacio: pode-se, de forma mais simplificada, denotar-se um sistema linear
por (S ) .

Exemplo: sdo sistemas lineares os conjuntos de equagdes lineares:

2x, —  3x, + 5x; — ﬁx4 = -1
1
(S): x, + 4x, - 5x3 + 8x, = 3
1
=5x, + L4x, - x5 -— x, = 3

(sistema de 3 equagdes a 4 incdgnitas)

3x, + x, = 10 3x + y = 10
(S):{ ' ? Sou(S):{zx

2x, - 3x, - 3y = -8

(sistema de 2 equagdes a 2 incdgnitas)

Definicdao: Chama-se solu¢ao do sistemalinear (S ) uman-upla (0:1 N AREIN S )
de nuimeros reais que satisfaz, simultaneamente, as m equacgdes do siste-
ma (S ) .

Entao, resolver o sistema (S ) significa encontrar a n-upla (al,az,- a, ),

cujos elementos satisfazem simultaneamente todas as suas equagdes.

Exemplo: Considere o sistema linear:

x + 2y - z = -2
2x + y + 3z = 1l.
-x - y + z = 2

A terna (1,0,3) é solugao deste sistema linear, pois:

1 + 20 — 3 = =2
21 + 0 + 3.3 = 11,
-1 - 0+ 3= 2

ou seja, a terna (1,0,3) satisfaz todas as equagdes. Lembrando que
X+2y—z=-2,2x+y+3z=11 e —x—2y+2z =2 sdo equagdes de planos do
R, conclui-se que (1,0,3) ¢ o0 unico ponto em comum desses planos, isto é,

eles se interceptam nesse ponto.
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1.3.2. Forma Matricial de um Sistema Linear

O sistema linear

a,x, + apx, + - + a,x, = b
S ayx, 4 oayx, + o+ oa,x, = b,
mxn * |

a,x, + a,x, + - + a,x, = b,

pode ser escrito na forma matricial, considerando-se: uma matriz A = (aij) s
mxn

com os coeficientes das equacdes do sistema; uma matriz coluna X = (x i)

bl
nx1

contendo as incdgnitas do sistema; uma matriz coluna B= (b j) , contendo

mx1
os termos independentes das equagdes. Assim, o sistema pode ser escrito na
forma AX =B . Observe-se que esta equacido matricial estd bem definida, pois
o produto das matrizes indicado no primeiro membro ¢ possivel, ja que o nu-
mero de colunas de A ¢é igual ao nimero de linhas de X e o resultado do pro-

duto é a matriz B, de dimensdo mx1. Explicitando-se essa equag¢ao, vem:

6111 6112 aln xl bl
a21 a22 a2n xz _ 2
aml amZ amn xn bm

1.3.3. Classificacdo dos Sistemas Lineares

O sistema linear (S) pode ser impossivel ou incompativel, quando néo

tem solucdo. Se (S) admite pelo menos uma solugao, ele é dito possivel ou
compativel. Neste caso, se a solugdo é tnica, ele é possivel determinado
ou compativel determinado. Se tem mais de uma soluc¢io, é chamado possivel
indeterminado ou compativel indeterminado. O esquema seguinte resume a

classificacdo do sistema (S):

incompativel ou impossivel
(quando néo tem solugio)

Sistema linear =
compativel ou possivel determinado (solugao tnica)

(quando tem solugio) indeterminado (mais de uma solugo)
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Para facilitar a classificagdo dos sistemas, é comum utilizar-se as siglas:

o sistema impossivel: SI;

o sistema possivel determinado: SPD;

o sistema possivel indeterminado: SPI.

O sistema linear (S) ¢ chamado homogéneo quando todas as equagdes

tém termo independente igual a zero.

Exemplo: o sistema seguinte ¢ homogéneo:

2x — 3y + 5z =0

4x — b5y = 0.
1

3x + 5 y — 7z = 0

Todo sistema homogéneo é compativel, pois admite, pelo menos, a n-upla
(0,0,' : ~,0) como soluc¢ao, chamada solugéo trivial. Se esta solugdo for tnica, o
sistema é compativel determinado. Se, além da solug¢ao trivial, admitir outra(s),
é compativel indeterminado.

Dois sistemas lineares (51) e (Sz) sdo equivalentes se, e somente se, toda
solugdo de (51) é também solucio de (82) e, reciprocamente, toda solugao de
(Sz) é também solucio de (S1 )

Quando, em um dado sistema (S) , se efetuam as seguintes transformacdes
elementares:

a) permuta de duas (ou mais) equacgdes entre si;

b) multiplicagdo de todos os termos de uma equagdo por um numero real

nao nulo;

c) substituicdo de uma equagao por outra, obtida pela soma algébrica des-

ta equagdo com qualquer outra equagao;

d) substituigao de uma equagéo por outra, obtida pela soma algébrica des-

ta equa¢ao com um multiplo de qualquer outra equagio, obtém-se um
novo sistema (S’) equivalente a (S), ou seja, ambos tém a(s) mesmaf(s)

solucdo(oes).
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Observacoes:

1)

2)

Observe-se que essas transformagdes elementares sao analogas as opera-
¢Oes elementares que foram definidas para as matrizes. Viu-se que quando
uma matriz B é obtida de uma matriz A através de operacdes elementares
com suas filas (linhas ou colunas), as matrizes A e B sdo equivalentes. Uma
vez que os sistemas lineares podem ser escritos na forma matricial, é natu-

ral que os sistemas (S) e (S’) sejam equivalentes.

Se ao se aplicar qualquer método de resolugao de um sistema linear, apare-
cer uma (ou mais) equagdo do tipo 0-x, +0-x,+---+0-x, =0, esta(s)
equacido(des) pode(m) ser eliminada(s) do sistema, pois é(sdo)
verdadeira(s) para quaisquer valores de x,x,,--,x,. Caso aparega uma
(ou mais) equagao(des) do tipo 0-x, +0-x,+---+0-x, =, com a #0,
que é(sao) falsa(s) para quaisquer valores de x,x,, -+, x,, conclui-se que o

sistema é impossivel e, portanto, ndo tem solu¢io.

1.3.4. Métodos de Resolucdo de Sistemas Lineares

1) Método da Substituicdo: consiste em “isolar” uma das incognitas em
qualquer equagdo do sistema (S) e substitui-la nas demais, obtendo-se,
assim, um novo sistema linear (S') , com uma incognita a menos.
Repete-se 0 processo até que se obtenha uma equag¢do que dependa
apenas de uma incégnita. A partir da determinagao desta incégnita (se
for possivel), substitui-se seu valor nas equagdes que dela dependam, o

que possibilita a determinagao das demais incognitas.
Exemplos:
1) Resolver o sistema linear abaixo, aplicando o método da substitui¢ao:
x + 2y - z = -3
(S ): 2x - y + 3z
-Xx + y + 5z =

O sistema (S ) tem ordem 3x3, isto é, tem trés equagdes a trés in-
cognitas. Pode-se, por exemplo, isolar a incognita x na primeira
equagdo, em func¢ao das outras duas incdgnitas, e substitui-la nas de-

mais, como segue:
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x=-2y+z-3 (1)
Entao, vem:

2(-2y+2z-3) - y + 3z
—(—2y+z—3) + y + 5z

de onde se obtém o sistema (S') ,de ordem 2x2:

N Ty o+ 5z = 15
(S)'{ 3y + 4z 5

Nesse novo sistema, escolhe-se uma das variaveis para ser isolada em
funcao da outra; por exemplo, isolando a varidvel y na primeira
equagdo e substituindo-a na segunda, vem:

y=z-3 (2)
Entao, tem-se:

3(z—3)+4z=5=>2z=2.

Substituindo-se esse valor de z na equagao (2), obtém-se y=—1. Es-
ses valores de y e z substituidos em (1) resulta em x =1. Portanto, a
unica solucdo do sistema é {(1,—1,2)}, ou seja, o sistema (S) ¢ pos-
sivel determinado.

Geometricamente, isso significa que (1,—1,2) ¢ o Unico ponto
comum aos planos de equagdes x+2y—z=-3, 2x—y+3z=9 e

—x+y+5z=8.

2) Resolver o sistema linear abaixo, aplicando o método da substituicao:

3x -y + z = 2
(S): x -y + 2z 1
x + y - 3z =0

Isolando-se, por exemplo, a incdgnita y na primeira equagao, tem-se:
y=3x+z-2 (1)

Substituindo-a nas demais equagdes, obtém-se:

>

X - (3x+z—2) + 2z 1
x + (3x+z—2) - 3z =0
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ou seja, obtém-se o sistema (S') :

N |22+ oz = -1

(S ): ;
4x — 2z = 2

em (S’) , escolhe-se isolar a incognita z na primeira equagao, substi-
tuindo-a, em seguida, na segunda, como se segue:

=2x-1
z=2x @)
S4x-22x-1)=2=0-x=0,

Observe-se que a equagdo 0-x=0 ¢é verdadeira para qualquer nu-
mero real x; assim, qualquer valor de x poderd ser escolhido para se
obterem os valores das outras incognitas y e z, o que indica que o
sistema admite infinitas solugdes, ou seja, é possivel indeterminado.
Por exemplo, tomando-se x =2 e substituindo esse valor na equacgéo
(2), obtém-se z=3; esses dois valores, substituidos na equagédo (1)
resultam em y =7, ou seja, a terna (2,7,3) é uma solucao de (S)
Como se poderia ter escolhido qualquer valor real de x (ou seja, in-
finitos numeros reais), fica evidente que (S ) tem infinitas solugdes.
Em situagdes como essa, é usual dar-se a solugdo geral do sistema,
que ¢é obtida procedendo-se como se segue: substitui-se a equagao
(2), que depende da incégnita x, na equagao (1), para que y também
tique escrita em fungdo de x:

z=2x-1 = y=3x+(2x-1)-2= y=5x-3

Logo, a solugao geral do sistema dado é:
{y=5x—3;z=2x—1;VxeiR}.

Essa solucdo permite encontrar qualquer solu¢ao do sistema, atri-
buindo-se a x qualquer valor real e obtendo-se a partir dele, os valo-
res de y e de z. Geometricamente, tem-se que os planos de equagoes
3x—y+z=2, x—y+2z=1e x+y—3z=0 tém infinitos pontos

€m comum.

2) Método de Gauss ou Método do Escalonamento: este é um dos
métodos mais utilizados na resolugdo de sistemas lineares e se deve a
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Dado o sistema linear (S ) , seu obje-

tivo é encontrar um sistema equivalente (S’) , “triangular”, ou seja, um
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sistema cuja matriz dos coeficientes seja escalonada por linha ou “trian-
gular superior” (observe que o termo “matriz triangular superior” ¢
adequado somente se a matriz é quadrada; entretanto, em um abuso de

linguagem, ¢ usado mesmo para matrizes retangulares).

Sendo sistemas equivalentes, ambos terao a(s) mesma(s) solugdo(oes).
Para tanto, faz-se uso das transformagdes elementares, de modo a esca-

lonar ou “triangularizar” o sistema dado. Ou seja, dado o sistema linear
a, X, +a,x,+-+a, x, =b

Ay X, +ayX, +-+a, x, =b,

(5):

amlxl +€lm2X2 +”'+amnxn = bm

obtém-se, através de operagdes elementares aplicadas em suas equa-

¢des, o sistema equivalente (S') , dado por:

€ X, FCpX, +Cxy +e e, X, =B

1n""n

CpXy FCpX3+ 40y X, =5,

(S,): CpXytotey,X, =f5

Cmnxn:ﬁm

chamado sistema escalonado, o qual tem por matriz dos coeficientes

uma matriz triangular superior:

Ci S G Cin
0 ¢, ¢y Con
0 0 ¢y C3n
0 0 0 c

O objetivo ¢é de que a tltima equagao (equagdo m) dependa somente da
incdgnita x,, o que possibilita determinar seu valor e depois o valor
das demais incognitas, por uma “retro-substitui¢ao’, isto é, substitui-se
X, na equagdo anterior (equagdo m—1), obtendo-se o valor de x, ,;

em seguida, substituem-se esses dois valores na equagao anterior (equa-
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¢do m—2), obtendo-se o valor de x,_,, e assim, sucessivamente, até
que se substituem os valores das incégnitas x,,x, ,X, ,,-**,X, na pri-
meira equagao, obtendo-se, finalmente, o valor de x,. Uma forma de
facilitar o trabalho de escalonamento é considerar-se o que se chama
“matriz dos coeficientes aumentada’, ou seja, é tomar-se a matriz dos
coeficientes das equagdes do sistema com uma coluna a mais, contendo
os termos independentes das equagdes. Efetuam-se com essa matriz as
transformagdes elementares necessarias para torna-la triangular supe-
rior; escrevem-se, entdo, as equagdes do sistema equivalente (S') obti-

do e calcula-se sua solugdo, que é a mesma do sistema (S )
Exemplos:

1) Resolver novamente o sistema linear (S), considerado anterior-

mente, através do método de Gauss:

x + 2y - z = -3
(S): 2x - y + 3z =
X + y + 5z =

A matriz aumentada do sistema (S) é:

1 2 -1|-3
2 -1 3|9
-1 1 5] 8

Efetuam-se, assim, as operagdes indicadas:

2 <13} L. (12 -1]-3 1 2 -1]-3
L+L 2L,+Ly

-1 3| 9|————>| 0 -5 5|15|————| 0 -5 5|15

1 5| 8 0 3 4| 5 0 0 7|14

Assim, o sistema (S') , equivalente a (S), é:

x+2y—z=-3
(8'):4 —5y+5z=15.
7z=14

Da tltima equagao, tem-se que z =2, o qual, substituido na segun-

da equagéo, permite encontrar o valor de y: y =—1. Esses valores de
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2)
1 4
-1
2 3

y e z sdo substituidos na primeira equagdo, de onde se conclui que
x=1. Portanto, o sistema admite a terna (1,—1,2) como solugido

unica, ja obtida anteriormente, pelo método da substituigéo.

Resolver o sistema aplicando o método do escalonamento

2x+3y—z=5
(S): -x+y+2z=-3.
x+4y+z=38

A matriz aumentada do sistema é:

2 3 -1| 5
-1 1 2|3
1 4 1| 8

Trocam-se a primeira e a terceira linhas da matriz, para que o pri-

meiro elemento seja igual a 1, com o objetivo de facilitar os calculos:

1 4 1| 8
-1 1 2|3}
2 3 -1| 5

Efetuam-se, entdo, as operagdes elementares necessarias para trian-

gularizar a matriz, conforme indicado:

1 8) ., 14 1] 8 14 1
Y L,+L
213 —> 0 5 3 5——=>| 0 5 3
-1 5 0 -5 =-3]-11 0O 0 O0]-6

Portanto, o sistema triangular equivalente (S') é:

x+4y+z=8
(8'):9 5y+3z=5.
0z=-6

Verifica-se que a ultima equagdo de (S') ¢:0-x+0-y+0-z=-6,a

qual ndo ¢ satisfeita para nenhum valor de z, o que significa que o
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sistema ndo tem solu¢ao. Se (S') ¢ impossivel, entdo (S) também o
é. Isso significa que os planos de equagdes 2x+3y—z=5,

—x+y+2z=-3 e x+4y+2z=8 ndo tém pontos em comum.

Resolver os sistemas lineares homogéneos, aplicando o método

indicado:
x+2y-3z=0

a) (S): 2x+y—2z=0, pelo método da substituigao.
3x+3y+2z=0
xX+2y+z=0

b) (S): 2x—y—2z=0, pelo método de Gauss.
4x+3y=0

a) Da primeira equagao, tem-se:
x=-2y+3z (1)

Substituindo este valor de x nas outras duas equagdes, vem:

2(—2y+3z) + y - 2z
3(—2y+3z) + 3y + z

Isto é, obtém-se o sistema linear (S’) , com duas equacoes e duas

incognitas:

-3y + 4z =
(s):4

-3y + 10z =

Da primeira equagio de (S') , vem:

-3y=-4z (2)
Substituindo na segunda, tem-se:
—4z+10z2=0=6z=0=>2=0

Fazendo z=0 em (2), obtém-se y =0 . Substituindo-se os valo-
res y=0 e z=0 em (1), obtém-se x =0. Portanto, a unica solu-

¢do do sistema ¢é a trivial: {(0,0,0)} , isto é, o sistema é possivel
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b)

determinado, ou seja, (0,0,0) ¢ o tnico ponto comum dos planos

de equagdes x+2y—3z=0, 2x+y—-2z=0 e 3x+3y+2z=0.

Como visto anteriormente, é conveniente trabalhar com a matriz
dos coeficientes aumentada; entretanto, como os termos inde-
pendentes sdo todos nulos, a ltima coluna sera sempre de zeros
e, portanto, pode-se optar por nao utiliza-la, isto é, pode-se tra-
balhar apenas com a matriz dos coeficientes das equa¢des do sis-
tema e realizar as operagdes elementares convenientes para tor-

na-la triangular superior, como se segue:

12 1 ., (1 2 1 1 2 1
2 -1 —2|—hth sl 5 4| —hth ylg 5 4
4 3 0 0 -5 —4 0 0 0

Observe-se que a ultima linha contém somente elementos nulos,

ou seja, o sistema (S') , equivalente a (S) é:

x+2y+z=0
(8'):90x—5y —4z=0;
0x+0y+0z=0

conforme observado anteriormente, a tltima linha pode ser reti-

rada e obtém-se, entio:

N | XFT2y+2=0
(S):{—5 —4z=0
y—4z

O fato de haver trés incognitas e apenas duas equagdes ja indica
que o sistema tera mais de uma solugéo, ou seja, ¢ indetermina-

do. De fato, da segunda equagio de (S’) , tem-se:

4

=——z
4 5

Substituindo na primeira equagao, obtém-se:

xX+2 —éz +Z=O:x=§z.
5 5
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Vé-se, portanto, que as incdognitas x e y dependem da incdgnita z.
Por exemplo, tomando-se z=0, obtém-se a solu¢do trivial
(0,0,0) . Entretanto, ela ndo é inica, uma vez quez pode assumir
qualquer valor real; ou seja, o sistema tem infinitas solugdes. Se z
assume o valor 5, por exemplo, obtém-se uma nova solugio:
(3,-4,5).

A solugdo geral do sistema é dada por:
3 4
xX=—z;y=——2,VzeNR
5 5

Uma vez que o sistema tem infinitas solu¢des, conclui-se que os
planos de equagdes x+2y+z=0, 2x—y—2z=0 e 4x+3y =0

tém infinitos pontos em comum.

4) O diretor de uma empresa, o Sr. Antonio, convocou todos os seus
funcionarios para uma reunido. Com a chegada do Sr. Antonio a
sala de reunides, o nimero de homens presentes na sala ficou qua-
tro vezes maior que o numero de mulheres também presentes na
sala. Se o Sr. Antonio nao fosse a reunido e enviasse sua secretdria, o
numero de mulheres ficaria a ter¢a parte do nimero de homens.
Determinar a quantidade de pessoas presentes na sala aguardando

o diretor.

Sejam: H e M, respectivamente, a quantidade de homens e de mu-
lheres que estavam na sala de reunides a espera do Sr. Antonio. Para
que seja possivel resolver o problema, tentar-se-a “equaciona-1o’, ou
seja, tentar-se-d “traduzir” cada informac¢ao dada no enunciado do
problema na forma de uma sentenga matematica, ou mais explicita-

mente, na forma de uma equagao.

Assim, a frase: “Com a chegada do Dr. Antonio a sala de reunides, o
niimero de homens presentes na sala ficou quatro vezes maior que o
ntimero de mulheres também presentes na sala” pode ser “traduzida”

ou “interpretada” matematicamente por:

H+1=4M. (1)
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5)

A frase: “Se o Dr. Antonio ndo fosse d reunido e enviasse sua secretd-
ria, o nimero de mulheres ficaria a terca parte do niimero de homens”

pode ser “traduzida” ou “interpretada” matematicamente por:
1

Por outro lado, “Determinar a quantidade de pessoas presentes na
sala aguardando o diretor”, matematicamente, significa determinar
ovalorde M+H .

Considerando-se as equacdes (1) e (2), pode-se escrever um sistema

linear com duas equagdes e duas variaveis (ou incégnitas):

H+1=4M
S): )
S aror-Lu

que pode ser resolvido por qualquer método visto anteriormente.
Resolvendo-o pelo método da substituicdo de variaveis, vem:
Da primeira equagéo, tem-se que H =4M —1; substituindo na 22

equacio, obtém-se:
1
M+1:§(4M—1):>3M+3:4M—1:>M:4 ~H=4.4-1=15

Conclui-se, assim, que havia 4 mulheres e 15 homens na sala de
reunides e, portanto, no numero total de pessoas que estavam a es-

pera do Sr. Antonio era de 19.

Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7
refrigerantes e um pedago de torta totalizou R$31,50. Em outra
mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 refrigerantes e um pedago de
torta totalizou R$42,00. Quanto gastara uma pessoa que consuma

um sanduiche, um refrigerante e um pedago de torta?

Com o objetivo de “equacionar” o problema, introduzir-se-ao “vari-
aveis” ou “incognitas” no problema: representar-se-a o pre¢o de um
sanduiche por s, o de um refrigerante por r e o de uma torta por .
Interpretam-se, agora, matematicamente, as informagoes dadas no

enunciado do problema, como segue:
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“3 sanduiches, 7 refrigerantes e 1 pedago de torta totalizou R$ 31,50™:
3s+7r+t=31,50;

“4 sanduiches, 10 refrigerantes e 1 pedaco de torta totalizou R$ 42,00
4s+10r+t=42,00;

[($ z 7 .
Quanto gastard uma pessoa que consuma um sanduiche, um refrige-

rante e um pedago de torta?” significa: qual é o valor de s+r+t?

Denotando-se esse valor procurado por x, tem-se a equagao

s+r+t=x.

A solugdo deste problema é a solugdo de um sistema linear (S ) , com

trés equagdes e trés incognitas:

S+r+t=x
(8):9 3s+7r+1=31,50,
4s+10r+t=42,00

o qual sera resolvido pelo método de Gauss. Para tanto, trabalha-se
com a matriz aumentada do sistema, efetuando-se operagdes ele-

mentares com suas linhas, com o objetivo de escalonar o sistema,

como segue:
1 11 X 3L4L 1 1 1 X 1,
AL, +L) i,
7 1| 315 0 4 2| -3x+3L5|———>
4 10 1]42,0 0 6 -3 |-4x+42,0

i 1 1 1 X 1 1 1 X
%Ls 0 2 -1 73x;31,5 “Ltl g 2 -1 73x;31,5
0 2 _1 *4)6;42,0 0 O 0 3X;31)5 + *4)(;42,0

Portanto, o sistema (S') , equivalente a (S ) é:

l-s+1-r+l-t=x
_ —3x+3L5

2
—4x+42,0 N 3x—-31,5

3 2

0-s+2-r+(—1)-t

0-s+0-r+0-t=
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Da ultima equagio vem:
2(—4x+42,0)+3(3x—31,5)=0= —8x +84,00+9x —94,50=0= x = 10,5,

ou seja,
s+r+t=10,5.

Portanto, uma pessoa que consuma um sanduiche, um refrigerante

e um pedago de torta gastara R$10,50.

1.3.5. Aplicacdo dos Métodos de Resolucdo de Sistemas Lineares na Determi-

nagdo da Inversa de uma Matriz

Dada a matriz A, de ordem n, procura-se uma matriz quadrada M tal que
o produto de A por M seja igual a matriz identidade de ordem n. Para que se
determinem os n-n elementos de M, escreve-se a equa¢do matricial
A-M =1d, eresolve-se o sistema linear resultante dela. Se o sistema for pos-
sivel determinado, isto é, se o sistema tem apenas uma solu¢ao, entao a matriz
M é a matriz inversa de A, ou seja, M = A" . Caso o sistema seja impossivel ou
possivel indeterminado, conclui-se que A ndo admite inversa, ou seja, A ndo

é inversivel.

1
1 3
Exemplo: Sejam Az[z 4] e B=|3 . Determinar, se houver, a in-
2

—_— NN
—_ = O

versa de cada uma delas.

a b
Seja M =( dJ' Para que M seja a matriz inversa de A, deve-se ter
c

A-M=1Id, . Entdo, vem:

1 3\a b 1 0 a+3c b+3d 1 0
2 4)lc d 0 1 2a+4c 2b+4d 0 1
a+3c=1 b+3d=0
e
2a+4c=0 2b+4d =1
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Resolvendo os sistemas lineares, obtém-se a solucéo:

a=-2
p=2
2
c=1 "~
i=-1
2

5, 3

Al= 2
1

1 —=

2

Para determinar a inversa da matriz B, considere-se a matriz

a b ¢

N=|d e f|.Tem-se assim, a equagio matricial B-N =1Id,, ou seja:
g h i
1 2 0)fa b ¢ 1 0 0
32 1|d e fl=l0 1 0],
21 1)lg h i) (0 01

ou seja,
l-a+2-d+0-g 1-b+2-e+0-h 1-c+2-f+0-i 1 00
3-a+2-d+1-g 3-b+2-e+1-h 3-c+2-f+1i|=/0 1 0],
2-a+l-d+1-g 2-b+l-e+l-h 2-c+1-f+1-i 0 0 1

de onde resultam os sistemas lineares:

a+2d=1 b+2e=0 c+2f=0
3a+2d+g=0e<3b+2e+h=1e3c+2f+i=0
2a+d+g¢=0 2b+e+h=0 2c+ f+i=1

Resolvendo os trés sistemas lineares, obtém-se:
a=-1;b=2; c=-2
d=1;e=-1;f=1 ,
g=1;h=-3; i=4
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e, portanto, a inversa de B ¢ a matriz

-1 2 =2
B'l=| 1 -1 1
1 -3 4

1.3.6. Matrizes Semelhantes

Definicdo: Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n. Diz-se que A é

semelhante a B se existe uma matriz quadrada P, de ordem #, ndo singular, tal

que A=P'-B-P.

Exemplo: verificar se as matrizes A e B sdo semelhantes, nos seguintes casos:

(-3 0 -4 -1
a) A= e B=
0 2 6 3

2.0 0 2 1 0
b) A=|0 1 0|eB=| 0 -1
00 6 0 2 4

a) Para que A e B sejam semelhantes, deve existir uma matriz P nao singu-

lar, de mesma ordem dessas duas matrizes, tal que A=P'BP.

Considere-se a matriz ndo singular

p{j Z]

Se P ¢ ndo singular, entdo existe sua inversa P~'. Verificar-se-a se é
possivel encontrar os coeficientes a, b, ¢ e d de tal forma que seja verda-
deira a igualdade A =P 'BP. Com esse objetivo, multiplicam-se am-
bos os membros da expressio A =P 'BP, a esquerda, pela matriz P,
vem:

PA=PP"'BP,

isto &,

PA=1dBP,
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ou seja,
PA=BP.

Entao:

a bj-3 0| |-4 -1ljla b

c d|| o2 |6 3|cdf

de onde se segue que:

—3a 20| |—4a-c —4b-d

~3¢ 2d| |6a+3c 6b+3d|

Da igualdade de matrizes, resultam dois sistemas lineares:

-3a=-4a-c=>a=—c
—3c=6a+3c=0=0

(S

2b=—4b—-d=d=-6b
2d=6b+3d=0=0

Vé-se, assim, que os sistemas sao indeterminados e suas solugoes gerais

sao:

a=-—ced=-6b, Ve,beR,com b#0 e c#0.

Logo, a matriz P existe e se escreve na forma:

P_—c b
| ¢ —6b|’

-1 1
Em particular, para b=1 e c=1, segue que P = [ . 6} ,aqual éndo
singular, pois det (P) =5#0.

|

Observe-se que as matrizes Pe P~ obtidas tornam verdadeira a igual-
dade A=P™'BP:

Entdo, P! = {

wi—= ui|on
Gil—= =
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P’IBP:_% o e e S U I S U o_,
~1 -1l 6 3]l 1 -6] |-2 -2|| 1 -6 0 2

b)

Ressalte-se que b e ¢ podem assumir quaisquer valores reais, desde que

sejam nao nulos. Se, por exemplo, considerar-se b=0 e ¢ =1, obtém-se
. -1 0 . . , .
a matriz P = Lol cujo determinante ¢ nulo e, portanto, ¢ singular,

0 que acarreta que nao admite inversa. Assim, podem-se obter infinitas

matrizes inversiveis P, desde que se tomem valores ndo nulos para b e c.

Sendo as matrizes dadas de ordem 3, considera-se a matriz nao singular
a b c

P=|d e f].
g h i

Verificar-se-a se é possivel encontrar os coeficientes dessa matriz, de
tal forma que seja verdadeira a igualdade A =P 'BP. Assim, multipli-
cam-se ambos 0s membros da expressio A =P 'BP, a esquerda, pela

matriz P, obtendo-se:

PA=PP'BP,

isto é,

PA=BP.

Entao:

a b cl[2 00 2 1 olla b ¢
d e fll0 1 0|= 0 1 -1{|d e f
8 illo 0o 6 0 2 4|lg h i

2a b 6c| [ 2a+d 2b+e 2+f
2d e 6f|=| d—g e—h f—i
12¢ h 6 2d+4g 2e+4h 2f +4i

Da igualdade das matrizes resultam trés sistemas lineares, indicados e

resolvidos a seguir:
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2a=2a+d=d=0,VaeR
2d=d-g=g¢=0
2g=2d+4¢g=0=0

b=2b+e=b=0
e=e—-h=>h=0
h=2e+4h=e=0

6c=2c+ f=c=0

6f=f—-i=>f=0
6i=2f+4i=i=0

Portanto, a matriz P fica escrita na forma:

o

I
© © 8
o o o
o o o

sendo det(P) =0, segue-se que P ¢ singular, qualquer que seja o valor
do coeficiente a que se tome. Logo, nao existe uma matriz ndo singular

Ptal que A= P 'BPe, portanto, A e B nao sdo matrizes semelhantes.

Observacio: o fato de uma matriz A ser semelhante a uma matriz B esta direta-
mente associado ao fato da matriz B admitir uma representagio através de

uma matriz diagonal, no caso, a matriz A, conforme a seguinte definigao:

Definicdo: Uma matriz quadrada B de ordem n é diagonalizavel se existe uma

matriz nio singular P tal que A =P 'BP é uma matriz diagonal.

Observacdo: a defini¢do acima diz que a matriz B é diagonalizavel se existe uma
matriz diagonal A semelhante a ela. Uma vez que, a partir da matriz B, através
de alguns procedimentos, obtém-se a matriz diagonal A, diz-se, por abuso de

linguagem, que a matriz A é a matriz B que foi diagonalizada.

Exemplos:

-3 0 —4 -1
1) Considerem-se as matrizes Az{ 0 2} e Bz{ p 3} do item (a) do

exemplo anterior. Mostrou-se que elas sdo semelhantes, isto é, que
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2)

A =P 'BP.Sendo a matriz A diagonal, conclui-se que a matriz B é diago-

nalizavel e que a A é a sua representagao diagonal.

200
Mostrou-se, noitem (b) do exemploanterior,queasmatrizes A={0 1 0
2 1 0 0 0 6
e B=| 0 1 -1| ndo sao semelhantes, isto ¢, ndo existe uma matriz
0 2 4

inversivel P tal que A =P 'BP. Assim, conclui-se que B nio é diagonaliza-

vel, isto é, ndo admite uma representagdo diagonal.

O leitor poderia entao questionar: “serd que nao existe outra matriz diago-
nal, diferente da matriz A, que seja a representagdo diagonal da matriz B?”.

Mostrar-se-4 que ndo. Para isso, suponha-se que exista uma matriz

x 0 0
C=|0 y 0| que seja a representagdo diagonal da matriz B, ou seja,
0 0 z

suponha-se que B seja diagonalizavel. Entdo, por defini¢do, deve existir
uma matriz nao singular P, tal que C=P 'BP, ou, equivalentemente,
PC=BP . Entao:

a b cfx 0 0 2 1 0fla b ¢
d e f|l0 y O|=] 0 1 -1||d e f]|,
g h i||0 0 z 0 2 4|lg h i
ou seja,

ax by cz 2a+d  2b+e 2c+f
dx ey fz|=| d—g e—h f—i
gx hy iz 2d+4g 2e+4h 2f +4i

Da igualdade entre matrizes, obtém-se os sistemas lineares:

ax=2a+d
(Sl): dx=d—-g
gx=2d+4g
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by=2b+e
(Sz): ey=e—h
hy =2e+4h
cz=2c+f
(S;):s fe=f—i
iz=2f+4i

No sistema (S 1) deve-se ter x #0, pois, se x =0, esse sistema ficaria escri-

to na forma:
a-0=2a+d
(Sl): d-0=d-g ,
g-0=2d+4g
isto é,
0=2a+d
0=d-g
0=2d+4g

1
Da primeira equagio, ter-se-ia que a = —Ed e, da segunda, d =g, a qual,

substituida na terceira equagao, resultaria que 0 =2¢ +4g, ou seja, g =0.
Entdo, ter-se-ia a=d=g¢ =0, o que implicaria que P seria singular, pois
seu determinante seria nulo. Portanto, tem-se que x#0. Como os siste-

mas (Sl), (Sz) e (53) sao equivalentes, entdo deve-seter y #0 e z#0.

o ~ . d
Da primeira equagdo do sistema (Sl), tem-se que a=—2, para todo
x#2, e, da segunda equagao, tem-se d =1L, para todo x #1. Substi-
-x
tuindo-se esta ultima expressdo na terceira equagdo, obtém-se:

o= Z[Lj +4g,

1-x
de onde vem que:
gx(1-x)=2g+4(1-x)g,

ou seja,

87



88

| INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

(x—xz)g—Zg—(4—4x)g=0,

de onde se segue que

g(—x2 +5x—6) =0.

Assim, conclui-se que g=0 ou x> +5x-6=0.

Conforme se analisou anteriormente, deve-se ter g #0. Entdo, segue-se
que —x* +5x—-6=0,isto é, x=2 ou x=3. Uma vez que x deve ser dife-
rente de 2, conclui-se que x =3, 0 que acarreta que a=d e g=-2d, sen-

do d um nimero real nao nulo. Como os sistemas lineares (Sz) e (53) sdo

equivalentes, resolvendo-os, segue-se que:
e em (82 ) :b=e e h=-2¢, sendo e um ntimero real nio nulo;
e em (83): c=f ei=-2f,sendo fum numero real nao nulo.

a b c

Logo, a matriz considerada P=|d e f | tem a seguinte forma:

g h i
d e f
P=| d e fl
-2d  —2e -2f

Como as filas (linhas ou colunas) da matriz P sdo proporcionais, entdo
det(P) =0, ou seja, P ¢ uma matriz singular. Conclui-se, assim, que ndo
existe P ndo singular tal que C =P 'BP, isto é, a matriz B nio ¢é dia-

gonalizavel.

Observacoes:

1) Considerem-se as matrizes A e B, nos seguintes casos:

=3 0 -4 -1
a) A= e B=
i 0 2 6 3

2 0
b) A=|0 1
0 0
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1 -2 5 1 0 -1
c) A= e B=
3 0 -3 0 6 -18
a) Ja se mostrou que as matrizes do primeiro item sio semelhantes; entre-
tanto, elas sdo também equivalentes, pois, a partir da matriz B é pos-

sivel obter-se a matriz A através de uma sequéncia finita de operagdes

elementares, como segue:

B= -4 -l %Ll N -3 _% 2L, +L, N -3 -
6 3 6 3 0

As matrizes A e B sdo semelhantes porque B ¢é diagonalizavel e sdo

[k
: =A.
0 2

W s |w

equivalentes porque tém as mesmas propriedades. Por exemplo:
det(A) = det(B) =—6.

b) Como se viu anteriormente, as matrizes A e B ndo sao semelhantes, mas

sdo equivalentes, pois:

21 0 21 0 2 10
B=|0 1 —1|—2bthylg 1 —p|—bth g | —hth,
02 4 00 6 00 6
200
—>|0 1 0|=A
00 6

Elas ndo sao semelhantes porque B nao ¢ diagonalizavel, mas sdo
equivalentes porque tém as mesmas propriedades. Por exemplo:
det(A):det(B)zlz.

c) Observe-se que as matrizes A e B tém dimensdo 2x 3, ou seja, nao sdo
quadradas. Para que seja possivel o produto PA, a matriz P deve ser de
dimensdo 2x2 e, para que seja possivel o produto BP, a matriz P deve
ser de dimensdo 3x3. Conclui-se, assim, que ndo existe uma matriz
nao singular P tal que A= P'BP, isto é, PA = BP. Assim, as matrizes
A e Bnao sao semelhantes e ndo podem ser diagonalizadas. No entanto,
as matrizes A e B sdo equivalentes, conforme ja se mostrou em exemplo

do item 1.1.5. Matrizes Equivalentes e mostra-se novamente abaixo:
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1 2 5} 4. (1 -2 5\ 5, (10 -1
1 23 372 1) :B
3 0 -3 0 o6 -18 0 6 -18

Sendo equivalentes, elas tém as mesmas propriedades. Por exemplo:
apesar de ndo serem quadradas, vé-se que os determinantes das subma-

trizes quadradas correspondentes de cada uma delas sao iguais:

1 -2
3 0

1 0
0 6

1 5
3 3

1 -1
0 -18

-2 5
0 -3

0 -1
6 -18

= =60; = 5 =

2) A questdo de saber se uma matriz A ¢ diagonalizavel ou nao, isto ¢, de sa-
ber se A é ou ndo semelhante a uma matriz diagonal B, desempenha um
papel importante na Algebra Linear. No Capitulo 9, seréd introduzido um

método para a determinagio da matriz nao singular P tal que A =P 'BP.

1.4. EXERCiCIOS PROPOSTOS

1 2 0 -3 4 1 1 1
1) Sejam A= , B= e C= . Determinar a
0 -1 1 2 -1 2 -1 0

_ , -5 -8 -1
matriz X tal que X +2C=A (B—3C). R: X= 9 7 -1

2) Determinar, se for possivel, a matriz inversa das matrizes dadas.

2 -1 L2 2L
a) A= 6 4 R: A = 2
h 3 -1
2 1 3 9 -3 11
b) B=| 2 3 -2 R:B'=-8 3 -10
-1 0 -3 -3 1 -4
3 2 2 3
3) Dadas as matrizes A = e B= :
4 1 1 1
. ¢+ 1
a) determinar det[(AB) J . R: A
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5)

6)
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b) mostrar que det[(AB)tledt(A;
e

S A
)det(B) com det( );tO e

det(B);tO.

3 7 0o 2 1 6
Considerem-se as matrizes: A= , C= e D= .
-1 =2 2 -1 3 2

Sabendo-se que AB+C=ADA™, determinar o valor de det(B).
R.: det(B)=-172

Classificar e resolver os sistemas lineares;

2x=3y+z=-7

a) | x+2y+2z=4 R: SPD; {(2,3,-2)}
7x—y+5z=1
2x+2y+z=2

- 12y -4

b) {—x+5y-2z=1 R:SPI;{x=—9y35;z= 24 ;VzeiR}
x+19y—4z=7
X+6y+4z=-2

c) § 3x—-2y+4z=0 R: SI
—x+14y+4z=5

Se Amélia der R$3,00 a Lucia, entao ambas ficarao com a mesma quantia.
Se Amélia perder a metade do que tem, ficara com uma quantia igual a um
terco do que tem Maria. Se Maria der um ter¢o do que tem a Licia, entdo
esta ficard com R$6,00 a mais que Amélia. Quanto possuem Amélia, Licia
e Maria?

R: Amélia: R$18,00; Lucia: R$15,00; Maria: R$27,00






ESPACOS VETORIAIS

2.1. HISTORICO

Sabe-se que, até pelo menos o final do século XIX, ndo havia nenhuma
teoria ou conjunto de regras bem definidas a que se pudesse dar o nome de
Algebra Linear. Havia apenas certa intuicdo por parte de alguns mateméticos,
especialmente nos séculos XVII e XVIII, que perceberam que deveria existir
alguma forma de conexdo da Algebra com a Geometria.

O surgimento da Algebra Linear, como é conhecida atualmente, teve gran-
de contribui¢do dos matematicos Carl Friedrich Gauss (1777-1855), William
Rowan Hamilton (1805-1865) e Arthur Cayley (1821-1895), que perceberam
que as operag¢des de adicio (indicada por +) e de multiplica¢ido (indicada por .),
ditas “usuais”, quando aplicadas a determinados conjuntos numéricos, nao sa-
tisfaziam determinadas propriedades. Foi o consequente estudo dessas opera-
¢Oes aplicadas aos vetores que culminou em uma série de regras, que formaram
as bases da Analise Vetorial, que, por sua vez, é a base do que atualmente se

conhece como Algebra Linear.

2.2. CORPO

Definicdo: Um conjunto nao vazio K, munido das operagoes de adi¢do (indi-
cada por +) e de multiplicagdo (indicada por .) é um corpo em relagio a estas

operagdes, se satisfaz os seguintes axiomas:

(A) em relagdo a adigdo:

(Al) quaisquer que sejam x e y em K, tem-se: x+ ye K
(isto significa que o conjunto K é fechado em relagdo a operacao de
adicdo)

(Az) quaisquer que sejam x e y em K, tem-se: x+y=y+x

(propriedade comutativa)
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(A;) quaisquer que sejam x, y e zem K, tem-se: x+(y+z)=(x+y)+z
(propriedade associativa)

(A 4) para todo x em K, existe em K um elemento x  tal que:
X+xX =x +x=x
(existéncia do elemento neutro)

(A5) paratodo elemento x em K, existe em K um elemento x’ tal que:
x+x'=x'+x=x"
(existéncia do elemento oposto ou simétrico)

(M) em relagdo & multiplicagdo:

(Ml) quaisquer que sejam x e y em K, tem-se: x-y e K
(isto significa que o conjunto K é fechado em relagdo a operagao de
multiplicagdo)

(Mz) quaisquer que sejam x e y em K, tem-se: x-y=y-x
(propriedade comutativa)

(M,) quaisquer que sejam x, y e zem K, tem-se: x-(y-z)=(x-y)-z
(propriedade associativa)

(M,) paratodo x em K, existe em K um elemento % tal que: x-Xx=X-x=x
(existéncia do elemento neutro)

(M 5) para todo elemento ndo nulo x em K, existe em K um elemento x tal
que Xx-X=X-x=X
(existéncia do elemento inverso)

(D) propriedades distributivas da multiplicacdo em relagdo a adigdo:
para quaisquer x, y e z em K, tem-se: x-(y+z)=x-y+x-z e
(y+z)-x=y—x+z~x.

Observacoes:

1) Paraindicar o corpo K com as operacdes nele definidas, usa-se a nota¢io:
(K ,+,') . Por abuso de linguagem, é comum falar-se apenas em “corpo K.

« »

E usual omitir-se o sinal de “.” para a operacio de multiplicacio, sempre

que ndo houver possibilidade de confusao.

2) E possivel dar-se uma definigio mais geral de corpo, sem exigir que a mul-
tiplicagdo seja necessariamente comutativa. Nesse caso, a defini¢ao ante-

rior da o conceito de “corpo comutativo”
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Exemplos:
1) Sao corpos:

a) (&R,+,-): conjunto dos numeros reais, com as operagdes usuais de adi-
¢do e multiplicagéo.
Para demonstrar essa afirmacao, é preciso mostrar que se verificam os

axiomas da defini¢do de corpo. Tem-se:
(A) em relacdo a adicao:

(Al) para quaisquer numeros reais x e y que se considere, a soma
x+y ¢é ainda um numero real. Logo, é satisfeito o axioma do
fechamento em relagdo a operagao de adi¢ao, isto é: quaisquer

que sejam x e y em R, tem-se que x+ y € R;

(Az) dados dois nimeros reais quaisquer x e y, tem-se que
X+ y=y+x e, portanto, é satisfeito o axioma da comutativida-

de da operagido de adicdo de numeros reais;

(A3) tomando-se numeros reais x, y e z quaisquer, tem-se que
x+(y+z)=(x+y)+z e, portanto, a operagdo de adigdo é

associativa;

(A 4) é preciso mostrar que, considerando-se qualquer niimero real x,
existe um nimero real x* tal que x+x =x +x=x. No caso
da adi¢io de niimeros reais, esse nimero x ¢ o nimero real 0,
pois: x+0=0+x=x. Assim, existe o elemento neutro para a
operacio de adicao de numeros reais e esse elemento neutro é o

numero real 0;

(AS) para demonstrar que esse axioma é verdadeiro, deve-se encon-
trar, para todo nimero real x que se considere, um nimero real
x" tal que x+x'=x"+x=0 (isto é, somando-se x com x’, o re-
sultado deve ser igual a 0, que é o elemento neutro da adi¢do).
Dado um namero real x, tem-se que: x+ (—x) = (—x) +x=0,
ou seja, para cada elemento x, existe seu elemento oposto, que é

—x ; conclui-se, assim, que é verdadeiro esse axioma;

95
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(M)

(M)

(D)

em relagdo a multiplicagao:

para quaisquer nimeros reais x e y que se considere, o produto
X -y éainda um numero real. Logo, ¢ satisfeito o axioma do

fechamento em relagdo a operagdo de multiplicagdo, isto é:

quaisquer que sejam x e y em ‘R, tem-se que x-y € R;

dados dois numeros reais quaisquer x e y, tem-se que x- y = y-x
e, portanto, é satisfeito o axioma da comutatividade da operagao

de multiplicagdo de numeros reais;

tomando-se numeros reais x, y e z quaisquer, tem-se que
X ( y: z) = (x . y) -Z; assim, a operagao de adiqéo ¢é associativa;
é preciso mostrar que, considerando-se qualquer nimero real x,
existe um nimero real x tal que x-x=x-x=x.

No caso da multiplicagdo de niimeros reais, esse numero x € o
numero real 1, pois: x-1=1-x=x. Assim, existe o elemento
neutro para a operagdo de multiplicagao de numeros reais e esse

elemento neutro é o numero real 1;

considerando-se um ntimero real nio nulo x, deve-se encontrar
um numero real x tal que x-x=Xx-x=1 (isto é, multiplican-
do-se x por X, o resultado deve ser igual a 1, que é o elemento
neutro da multiplicagéo).
, 1 1
Dado um numero real x#0, tem-se que: x-—=—-x=1, ou
X x
seja, para cada elemento ndo nulo x, existe seu elemento inverso,
1 . . . . .
que é — ; conclui-se, assim, que é verdadeiro esse axioma. Esse
x
7 . . -1
elemento também pode ser indicado por x ™ ;

considerando-se numeros reais quaisquer x, y e z, tem-se:

x-(y+z)=x-y+x-z e (y+z)-x=y-x+z-x.

Assim, valem as propriedades distributivas da multiplica¢ao em rela¢ao

a adicdo de numeros reais. Logo, o conjunto dos numeros reais, com as

operagoes usuais de adi¢do e multiplica¢ao, é um corpo.

b) (C s ) : conjunto dos niimeros complexos, com as operagdes usuais de

adigdo e multiplicagao.
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) (Q,+,-): conjunto dos niimeros racionais, com as operagdes usuais de
adigdo e multiplicagao.
Observacdo: com procedimento analogo ao do item (a), é possivel mostrar

que (C,+,-) e (Q,+,-) s30 corpos.
Nao sdo corpos:

a) (Z,+,-): conjunto dos nimeros inteiros, com as operagdes usuais de
adigdo e multiplicagao.
De fato, sabe-se que o elemento neutro da multiplicagdo para o conjun-
to Z é 1, pois, para todo nimero inteiro z, tem-se: z-1=1-z =z . Obser-
ve-se que, neste conjunto, nao ¢ satisfeito o axioma (M 5) , pois, qual-
quer que seja 0 numero inteiro z, com z#0 e z#1, ndo existe em Z
um elemento Z tal que z-Z=Z-z=1, ou seja, ndo existe o elemento

inverso de z (¢ evidente que, para que este axioma fosse verdadeiro, se

. . 1 . 1 1 .
deveria ter Z=—, pois: z-—=—-z=1; entretanto, qualquer que seja
z z z

1
z#0 e z#1, — ndo pertencea 7).
z

b) (N ,+,-) : conjunto dos nimeros naturais, com as operagdes usuais de
adigdo e multiplicagao.
De modo andlogo ao que se descreveu no item (a) deste exemplo, o
axioma (M 5) ndo é satisfeito, pois, para todo ndmero natural n, sendo

n#0 e n#1, nao existe em N um elemento # tal que n-i=n-n=1,

. . ) . .1
ou seja, nao existe o elemento inverso de n (dever-se-ia ter 71=—, que
n

ndo pertence ao conjunto N). Da mesma forma, nao é verdadeiro, para
a operagdo de adi¢ao, o axioma (A5 ), pois, qualquer que seja o nume-
ro natural ndo nulo n que se considere, nao existe em N um elemento
n' tal que n+n'=n"+n=0, onde 0 é o0 elemento neutro da operagio
de adi¢do de numeros naturais. Isto significa que nao existe o elemento
oposto (ou simétrico) de n (observe-se que, para que se some # com #’
e se encontre como resultado o elemento neutro 0, deve-se ter n' =—n,

que nao pertence ao conjunto dos numeros naturais).
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2.3. ESPACO VETORIAL

Definicao: Um conjunto nao vazio V, munido das operagdes de adi¢do (indi-
cada por +) e de multiplicagdo por escalar (indicada por -) é um espago vetorial

sobre um corpo K, se sdo satisfeitos os seguintes axiomas:

(A) em relacdo a adicio:

(Al) quaisquer que sejam u e vem V, tem-se: u+v=v+u
(propriedade comutativa)

(AZ) quaisquer que sejam u, v e w em V, tem-se: u +(v +w) = (u + v)+ w

(propriedade associativa)

(A3) para todo u em V, existe em V um elemento u tal que:
u+tu =u +u=u
(existéncia do elemento neutro)

(A 4) para todo elemento u em V, existe em V um elemento u' tal que:
utu'=u+u=u
(existéncia do elemento oposto ou simétrico)

(M ) em relagdo a multiplicagdo por escalar:

(M 1) quaisquer que sejam o e $ em K e qualquer que seja u em V, tem-se:
a.(ﬂ.u)z(a.ﬁ).u

(M 2) quaisquer que sejam u e v em V e qualquer que seja o em K, tem-se:
a-(u+v)=a-u+a-v

(M3) para todo u em V e para quaisquer o e  em K, tem-se:
(a+/§’)-u=a‘u+ﬂ~u

(M4) para todo elemento u em V, tem-se: 1-u=u

Observacoes:

1) Dizer que o conjunto V é um espago vetorial “sobre um corpo K” significa

que os escalares sdo tomados em K.

2) Paraindicar o espago vetorial V sobre o corpo K, com as operagdes defini-

das, usa-se a notacéo: (V,+,-) .



3)

4)

Espagos Vetoriais

Quando o corpo K sobre o qual se define o espaco vetorial é o conjunto R
dos nimeros reais, o espago ¢ chamado espago vetorial real; quando o cor-
po considerado é o conjunto C dos numeros complexos, o espago é cha-
mado espago vetorial complexo. Salvo referéncia expressa em contrario,

serdo considerados, nesse texto, espacos vetoriais reais.

Os elementos do espago vetorial V sdo chamados vetores, independente-
mente de sua natureza. Pode parecer estranho o fato de se chamar de vetores
os “numeros’, quando V for um conjunto numérico, as “matrizes’, quando
V for um conjunto de matrizes, os “polindmios”, quando V for um conjunto
de polindmios e assim por diante. A justificativa esta no fato de que se efe-
tuam as operagdes de adigdo e multiplicagdo por escalar com esses elemen-
tos de natureza tdo distinta de forma analoga a que se opera com “vetores”
do R’ (conjunto dos pares ordenados de nimeros reais, cuja representa-
¢do geométrica ¢ o plano de coordenadas cartesianas ortogonais) ou do R’
(conjunto das ternas ordenadas de nimeros reais, cuja representaciao geo-
métrica é o espago tridimensional de coordenadas cartesianas ortogonais).
E preciso lembrar que, a todo ponto do R2, associa-se um vetor, chamado
vetor-posi¢ao, com origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto consi-
derado, cujas coordenadas sdo as mesmas do préprio ponto. Analogamente,
a todo ponto do R?3, associa-se um vetor, chamado vetor-posicdo, com ori-
gem no ponto (0,0,0) e extremidade no ponto considerado, cujas coorde-

nadas sdo as mesmas do proprio ponto.

Exemplo: Sdo espagos vetoriais

a)

b)

c)

(Pn (SR),+,-): conjunto de todos os polindmios com coeficientes reais de
grau menor ou igual a n (incluindo o polinémio nulo), com as operagdes

usuais de adi¢dao de polindmios e multiplicagdo por escalar.

(M o (9’1’),+,-): conjunto de todas as matrizes de dimensdao mxn, com
elementos reais, com as operagdes usuais de adicdo de matrizes e multipli-

cacgo por escalar. Se m=n, escreve-se: (Mn (ER),+,‘) .

(F ,+,-): conjunto de todas as fungdes reais de uma variavel real, com as

operagoes de adi¢do e multiplica¢do por escalar assim definidas:
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. (f + g)(x) = f(x) + g(x) , quaisquer que sejam as fungdes fe gem F (e
para todo xem R).

o (af)(x)=af(x), quaisquer que sejam fem Fe a em R (e para todo

xem R).

2.3.1. Propriedades dos espacos vetoriais

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. E possivel demonstrar as

afirmagdes que se seguem.

a) Existe um tnico vetor nulo em V, denotado por 0 (que é o elemento

neutro da adi¢do).
b) Cada vetor v € V admite apenas um simétrico (—v) ev.

¢) Qualquer que seja veV , tem-se: 0-v=0.
Naturalmente, o primeiro zero que aparece nessa expressao ¢ o numero

real zero e o segundo, é o vetor nulo 0 € V.

d) Qualquer que seja o € K, tem-se: o - 0 = 0.
Neste caso, o zero do primeiro membro desta equagao é o mesmo do

segundo membro e é o vetor nulo de V.

e) Para quaisquer u,v,weV,se u+w=v+w,entdo u=v (estaéa cha-

mada lei do cancelamento).
f) Qualquer que seja v €V, tem-se: —(—v) =v,isto & o oposto de —v év.
g) Qualquer que seja v eV, tem-se: (—1) ==V,
h) a-v=0implica =0 ou v=0.
i) Sea-v=0e a#0,entio v=0.
j) Quaisquer que sejam veV e a € R, tem-se: (—a)v = a(—v) = —(av).

k) Quaisquer que sejam u,v € V, existe um, e somente um, x €V tal que:
Uu+x=v.

Esse vetor x sera representado por: x=v—u.
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2.3.2. O Espago Vetorial R"

O conjunto de todas as n-uplas de niimeros reais, isto é, o conjunto
R" = {(xl,xz,---,xn)/xl,xz,---,xn € TR} , munido das operagdes de adigdo ve-

torial e multiplicagdo por escalar, definidas por:

o adicdo vetorial: para quaisquer elementos (xl,xz,- . -,xn) e

()’1’)/2,"',)/”) em R" , tem-se:
(xl’xz""’xn)+(y1’y2""’yn) z(x1 TYpXy Y X, +)’n)'
« multiplicagdo por escalar: para qualquer (xl,xz,---,xn) em R" e qual-
quer numero real o, tem-se:
a(xl,x2,~-,xn)z(axl,axz,m,axn),
¢ um espago vetorial sobre o corpo R dos niimeros reais.

E usual identificar uma n-upla de R" com um vetor n-dimensional e

escrever:

u =(x1,x2,---,xn).

Exemplos:

1) No espago vetorial R" considerado acima, seja n=2, isto é, considere-se

o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais:
2

R = {(xl,xz)/xl,x2 S ER} s

que, comumente, ¢ escrito na forma

R ={(x,y)/x,yeiR} .

Mostrar-se-a que este espago, com as operagoes:

« adicdo vetorial, ou seja, adigdo usual de pares ordenados de nimeros
reais, definida por: (x,,y, )+ (xz,yz) = (x1 +X,5, ), + yz);

« multiplicagdo por escalar, definida por: a-(x, y) =(a-x,a- y), onde
a €N, é um espago vetorial sobre o corpo R dos nimeros reais.

E preciso mostrar que sdo validos os axiomas da defini¢cdo de espago veto-

rial sobre um corpo K. Neste exemplo, tem-se que K =R .
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(4))

Em relagao a adigao:

tomando-se dois vetores quaisquer u, =(x,,y,) e u,=(x,,y,) em
R?, tem-se:

U +u, =(x1,y1)+(x2,y2)=(x1 X ), +)’2);

uma vez que os elementos dos pares ordenados sao nimeros reais e
a adiqéo de niimeros reais é comutativa, segue-se que:

(x1 +X5 ) +y2):(x2 +Xx,), +y1)=(x2,y2)+(x1,yl)=u2 +uy.

Portanto, u, +u, =u, +u, e conclui-se que a operagao de adigdo sa-
tisfaz a propriedade comutativa;

sejam u, =(x,,y,), u, =(x,,,) € u;=(x;,y,) em R*; tem-se:

U, +(”2 +u3):(x1>y1)+[(xz’y2)+(x3’y3):|:(xl’y1)+(x2 +Xx35,), +}/3):
=(x1+(x2+x3),yl +()’2 +)’3))'

Sendo a adi¢ao de nimeros reais associativa, pode-se escrever:
(x1+(x2 +x3),y1+(y2+y3))=((x1+x2)+x3,(y1+y2)+y3):

:(xl TX5 0 +)’2)+(x3’y3):[(x1>)’1)+(xz’yz)]"‘(xz»’ys):(“1 +”2)+”3
Portanto, u,+(u,+u,)=(u,+u,)+u,; logo, a adi¢do vetorial é
associativa;

seja u=(x,y) um elemento qualquer de R” E preciso mostrar que
existe um elemento u* :(x*,y*) em R’ tal que u+u"=u"+u=u,ou
seja, é preciso mostrar que existe em R’ um elemento neutro para a

operagdo de adigdo de vetores.

Uma vez que o numero real 0 é o elemento neutro da adigdo de
numeros reais, é natural que o vetor 0=(0,0) seja o elemento neutro
da adicdo vetorial. De fato, tem-se:
u+0=(x,y)+(0,0)=(x+0,y+0)=(x,y)=u

e

0+u:(0,0)+(x,y)=(0+x,0+y)=(x,y)=u.

Logo,

u+0=0+u=u

e, portanto, o vetor nulo 0= (0,0) é o elemento neutro da adicio

vetorial;
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(A 4) seja u=(x,y) um elemento de %”. E preciso mostrar existe um ele-
mento «'=(x',y') em R’ tal que u+u'=u'+u=0, onde 0=(0,0) é o
elemento neutro da adi¢ao de vetores. Uma vez que os elementos x
e y do par ordenado sido numeros reais, existem seus elementos
opostos —x e —y . Assim, pode-se considerar o vetor (-x,—y), que

sera indicado por —u . Tem-se, entio:
u+(—u) :(x,y)+(—x,—y) :(x+(—x),y+(—y)) :(0,0) =0;
analogamente, mostra-se que (—u)+u=0.

Portanto, todo elemento do %’ admite um elemento oposto ou

simétrico.
(M ) Em relacdo a multiplica¢do por escalar:

(M 1) considerem-se dois niimeros reais @ e £ e um elemento u=(x,y)
em R*. Tem-se:
a(fu)=a- [ﬂ y)]=e /3 xﬂ y)=(a(Bx).a(By))=
~((e-8 y)=( )=(ap)-u

(Mz) sejam u, ( 1,yl) e uzz(xz,yz) em R’ e um ntmero real o;

tem-se:

a~(u +u ): |:( 1,y1)+(x2,y2):|=a~(xl+x2,y2+y2)=
( (x,+x,),a (yl+y2)):(a-xl+a~x2,a-yl+a-y2):
=(a-xpa-y)+(a-xy,a-y,)=a-(x,y)+a-(x,y,)=a-u +a-u,

Portanto, « - (u +u ) a-u +o-u,;

(M,) sejam u=(x,y) um elemento de R’ e dois numeros reais a e 3.

Tem-se:

(et f)-u=(a+B)(xy)=((a+f) x(a+f) y)=
=(a~x+ﬁ-x-,a-y+ﬁ-y)=
=(a-x,a-y)+(B-xB-y)=a-(x.y)+B-(x.y)=a-u+p-u
Portanto, (a+ f)-u=a-u+f-u;

(M4) considere-se um elemento uz(x,y) do R*. O ntimero real 1 é o

elemento neutro da multiplicagdo de nuimeros reais e, portanto,

tem-se:
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Lu=1-(xy)=(1-x1y)=(xy)=u.
Logo, 1-u=u.

2) Considere-se novamente o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais:
R? = {(x, y) /x,y€e ‘R} Considerando-se as operacdes @ e ®, definidas
por:

o u, Qu,=u,—u,;ouseja,se u, =(x1,y1) eu, =(x2,y2), entao:
u ®u, =(x1,y1)®(x2,y2) :(xl’yl)_(xz’yz):(x1 X _)’2);
o a®u=—au;ouseja, se u:(x,y) e a €R, entdo:
a@u=—au= —a(x,y) =(—ax,—ay) .
Mostrar-se-a que este conjunto, com as operagoes definidas acima, ndo é
um espago vetorial sobre R. Para isso, deve-se mostrar que pelo menos

um dos axiomas da definicdo de espago vetorial sobre um corpo K nio

¢ satisfeito.

Por exemplo, o axioma (Al) nao ¢é satisfeito, isto ¢, a operagio @ nao
¢ comutativa, pois, tomando-se dois elementos quaisquer u, = (xl, )’1) e

u, =(x2,y2) em R’ tem-se:
u1®u2:(xl’yl)®(x2’y2):(xl’yl)_(xZ’yz):(xl_xZ’yl_yZ);

por outro lado, tem-se:
”263”1:(xz’y2)®(x1’y1):(xz’yz)_(xl’yl):(xz_xl’)/z_)’1)'
Veé-se, assim que u, @ u, #u, ®u, . Portanto (‘Rz,@,@) nao ¢ um espago

vetorial sobre o corpo R dos nimeros reais.

Observacdo: os exemplos anteriores evidenciam que, para afirmar que um de-
terminado conjunto V' é um espago vetorial sobre um corpo K, é preciso que

estejam bem definidas em V as operacgdes de adi¢ao e multiplicagao por escalar.

2.4. SUBESPACO VETORIAL

Definicdo: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K, com as operagdes de
adi¢ao e multiplicagdo por escalar. Um subconjunto W < V' é um subespago

vetorial de V se:



a)
b)

c)
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0 e W, ou seja, o elemento nulo do espago V pertence a W;

para quaisquer elementos w, e w, em W, tem-se que w, +w, €W, ou

seja, W é fechado em relacao a operagao de adigdo;

para qualquer w em W e para qualquer escalar @ em K, tem-se que
a-weW, ou seja, W é fechado em relagdo a operagio de multiplicagdo

por escalar.

E claro que, se W é um subespaco vetorial de V, o qual, por sua vez, é um

espago vetorial sobre o corpo K (com as operagdes de adigdo e multiplicagdo

por escalar), entdo o proprio W, por si s, é também um espago vetorial sobre

o corpo K (com as mesmas operagdes definidas em V).

Exemplos:

1)

2)

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Sao considerados subespagos

vetoriais triviais de V:
a) W=V, isto é, o espago vetorial V é um subespaco vetorial de si
proprio.

b) W= {0}, ou seja, o espaco nulo, que contém como Unico elemento o

vetor nulo, é um subespago vetorial de V.

Mostrar que o conjunto dos pontos do R*> que pertencem a uma reta que
passa pelo ponto (O, 0) é um subespaco vetorial do R o qual é um espaco

vetorial sobre o corpo R dos niimeros reais.

Seja W o conjunto dos pares ordenados que pertencem a uma reta que

passa pelo ponto (0,0), ou seja:
Wz{(x,y)eiﬂzlyzmx, com m;tOESR}.

Entao, todo vetor de W se escreve na forma (x,mx). Assim, pode-se

escrever:
Wz{(x,mx), VxeiR,commiOeiR}.

Verificar-se-4 se os axiomas da defini¢do de subespaco vetorial sdo satisfei-

tos para o conjunto W.
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3)

a) O elemento nulo do espaco vetorial R* ¢ o par ordenado (0,0). E claro
que este também é um elemento de W, pois este é o conjunto dos pon-
tos de uma reta que passa pela origem. Portanto, (0,0) € W e o primeiro

axioma estd satisfeito.

b) Considerem-se dois elementos w, e w, em W; entdo, tem-se:
w, =(x1,mx1) ew, =(x2,mx2)
entao:
w,+w, =(x1 +X,,mx, +mx2)=(x1 +x2,m(x1 +x2)),
de onde se segue que w, +w, e W, isto é, W é fechado em relagao a
operacio de adi¢ao.

c) Sejam: w= (x, mx) um elemento de W e ¢ um numero real. Entio:
aw = (ax,a (mx)) = (ax, m(ax))
e, portanto, aw € W, o que mostra que W é fechado em relagdo a ope-
ragdo de multiplica¢do por escalar.

Conclui-se, assim, que W é um subespago vetorial do R2.

Mostrar que o conjunto das ternas ordenadas de numeros reais que per-

tencem a um plano que contém o ponto (0,0,0) ¢ um subespago vetorial
do R°.

Sabe-se que a equagdo geral do plano é dada por: ax+by +cz+d =0, onde
os coeficientes a, b e ¢ nao se anulam ao mesmo tempo. Se o ponto (O, 0,0)
pertence ao plano, tem-se: a-0+b-0+c-0+d =0 e, portanto, d=0. As-
sim, a equagdo fica ax +by +cz=0. Seja W o conjunto das ternas ordena-

das do R* que pertencem a este plano, ou seja:
W:{(x,y,Z)eﬂi3 lax+by+cz=0 }

Supondo-se, por exemplo, que o coeficiente a seja nao nulo e escrevendo-se

a coordenada x em funcio das outras duas, tem-se:

__by+cz_

a

< . by +cz
entdo, todo vetor de W pode ser escrito na forma: (— ) , y,zj.
a
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Verificar-se-a se os axiomas da defini¢ao de subespago vetorial sdo satisfei-

tos para o conjunto W.

a) O elemento nulo do espago vetorial R? ¢ a terna ordenada (0,0,0),
que também é um elemento de W, ja que este é o conjunto dos pontos
do plano que passa pela origem. Portanto, (0,0,0) €W e o primeiro

axioma estd satisfeito.

b) Sejam w, e w, dois elementos de W; entdo, tem-se:

~by. —cz -by, —cz
wy z[%’yl’zlj ew, =(%,y2,22j

€ vem:

—by, —cz, N ~by, —cz

2 ’y1+)’2’21+22]=
a

W1+W2=(

(_b(yl+y2)a_6(21+Z2)’y1+}’2’Z1+22J’

de onde se segue que w, +w, e W, isto é, W ¢ fechado em relagao a

operagdo de adigdo.

c) Sejam: w =(— by +cz ,y,zj um elemento de W e o um nimero real.
Entao:
b +
aw = (at_ b)’ + CZj’ay’aZJ — [_M’ay,azJ
a a

e, portanto, aw € W, o que mostra que W é fechado em relagdo a ope-

ragao de multiplica¢ao por escalar.

. . ’ . 2
Conclui-se, assim, que W é um subespago vetorial do R”.

4) Seja (M ; (‘J%) ,+, ) o espago vetorial real das matrizes quadradas de ordem
n, com as operacdes usuais de adi¢do de matrizes e multiplicacdo por esca-

lar. Mostrar que o subconjunto
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s={AeM,(R)/A" = A}

¢ um subespago vetorial de M, (‘R) .

Mostrar-se-a que os axiomas da definicdo de subespaco vetorial sao satis-

feitos para o conjunto S.

a)

b)

c)

O elemento nulo do espago vetorial real (M ; (‘R),Jr,-) ¢ a matriz nula
de ordem n:

0 O 0

0 O 0
0=/0 O 0

0O 0 O 0

nxn
t . . . . r
Uma vez que 0° =0, conclui-se que 0 <€Se o primeiro axioma esta
satisfeito.

Deve-se mostrar que S é fechado em relagdo a operagdo de adigdo. De

fato, considerando-se dois elementos A e B de S, tem-se:
AeS=>A'=A; BeS=B'=B.

Por propriedade de matriz transposta, tem-se:

(A+B)' =A"+B';

entao, vem:

(A+B)' =A"+B'=A+B..(A+B)' =A+B

e conclui-se que A+ B €S . Logo, S é fechado em relagdo a operagdo de
adicdo.

E preciso mostrar, agora, que S é fechado em relagio a operagio de
multiplicagdo por escalar, ou seja, é preciso mostrar que, se A€S e

ae€R,entio aAeS. De fato, se AeS, entio A" = A. Assim, usando

novamente uma das propriedades da matriz transposta, vem:
(aA)t = a(A)t =aA,

ou seja, A e€S.

Conclui-se, assim, que S é um subespago vetorial do espago vetorial
(M, (R),+:).
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5) Seja (F ,+ ) o conjunto de todas as fung¢des reais de uma variavel real, com

as opera¢oes de adi¢do e multiplica¢do por escalar assim definidas:

. (f + g)(x) = f(x) + g(x), quaisquer que sejam as fungdes fe gem F (e
para todo x em R).

. (af)(x)zaf(x), quaisquer que sejam fem Fe o em R (e para todo
xem R).

(F ,+,-) ¢ um espago vetorial sobre o corpo R dos nimeros reais.

Seja S o subconjunto de F, dado por:
Sz{f:iR—)iR/f(xz)z[f(x)]Z,VxeiR}.

Verificar se S é um subespago vetorial de (F ,+, )

Deve-se verificar se os axiomas da defini¢do sao satisfeitos.

a) O elemento neutro de F é a fun¢ao nula 0, ou seja, 0 (x) =0,VxeR.

Tem-se:

0(x2)=0 e [O(X)]2 =0%=0.

Logo,
0<x2) =[0(x)}2 ,VxeR,
e, portanto, o elemento neutro 0 € S.
b) Sejam dois elementos f, e f, de S. Entdo, para todo x € R, tem-se:

A)=[AET € £(x)=[L(x)]

Entao:

(fl+f2)(x2)=f1(x2)+f2(x2)=[f1(x)]2+[f2(x)]2.

Por outro lado, tem-se:

A+ L)) =[A)] +2£(x) (=) +[ L (x)]
Logo,

(fi+ ) ()2 Ai(x)+ £o(0)]

ouseja, (f,+f,)€S.
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Uma vez que este axioma nao ¢ satisfeito, conclui-se que S ndo é um

subespaco vetorial de F.

Proposicdo: Se W, e W, sao subespagos de um espago vetorial V sobre um

corpo K, entdo:

(i) W,+W, ésubespago vetorial de V.

(ii) W, "W, é subespago vetorial de V.

(iii) W, U W, nao ¢ subespago vetorial de V.

Demonstracao:
(i) O conjunto W, +W, ¢ dado por:
W, +W, ={u=w1+w2/w1 eW, ew, eWz}.
Para mostrar que W, + W, ¢ um subespago vetorial de V, ¢ preciso mos-

trar que satisfaz os axiomas da defini¢do. Tem-se:

a) 0eW,+W,, pois, como W, é subespago vetorial de V, entdo 0 € W,;
da mesma forma, sendo W, subespago vetorial de V, entdo 0 W,.
Portanto, o elemento 0 =0+0 ¢ um elemento de W, +W,, ou seja, o

elemento nulo de V pertencea W, +W, .
b) Considerem-se dois elementos u e vde W, + W, ; entao:
u=w +w, ev=w +w,,onde w ,w, eW, ew,,w,eW,.
Entao:
u+v=(w1 +w2)+(w'1 +w'2)=(w1 er'1)+(w2 +w’2).
Uma vez que W, e W, sdo subespagos vetoriais de V, segue-se que

w, +w €W, e w,+w, eW,, de onde se conclui que u+veW,+W,,

isto é, W, + W, ¢ fechado em relagdo a operagao de adigao.

c) Sejam u=w, +w, um elementode W, +W, e a €R. Entdo:

auza(w1+w2)=awl+aw2.

Como W, e W, sao subespagos vetoriais de V, tem-se que aw, e W, e
aw, €W, e, portanto, cu ¢ um elemento de W, +W,, de onde se
segue que W, + W, ¢ fechado em relagao a operagao de multiplicagdo

por escalar.
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De (a), (b) e (c), conclui-se que W, +W, ¢ um subespago vetorial de V.
(ii) O conjunto W, "W, ¢ dado por:

W, W, ={u/ueW1 eueWz}.

Mostrar-se-a que sdo satisfeitos os axiomas da definicdo de subespago

vetorial.

a) Como W, e W, siao subespagos vetoriais de V, entio0 e W, e 0 e W,.

Portanto, 0 e W, nW,.
b) Sejam u e v dois elementos de W, "W, . Entdo, ue W, e ueW,, assim

como veW, e veW,. Sendo W, e W, subespagos vetoriais de V,

segue-seque u+veW, e u+veW,. Portanto, u+veW NnW,.
¢) Sejam u um elementode W, "W, e a € R. Entdo, ueW, e ueW, e,
portanto, cue W, e aueW, .Logo, aue W, NW,.
De (a), (b) e (c), conclui-se que W, "W, é um subespago vetorial de V.
(iii) O conjunto W, UW, ¢ dado por:
W,UW, ={u/ueW,ouucW,}.
Mostrar-se-a que W, U W, nao é subespago vetorial de V exibindo-se um

contra-exemplo. Considere-se o espago vetorial R* e dois subconjuntos
deste espaco:

w, ={(x,y)eiRZ /yZO} ={(x,0)ei}i2 /xeiﬁ}

e

W2={(x,y)e€l%2/x=0}={(0,y)ei}?2/}/ESR}.

A representagao grafica de W, ¢ o eixo Ox do plano cartesiano e de W,, o
eixo Oy. Assim, W, UW, é o conjunto dos pares ordenados do > que

pertencem ao eixo Ox ou ao eixo Oy.
7 . 2 .
Observe-se que W, ¢ subespago vetorial de R*, pois:

a) oelemento nulo (0,0)€R* pertencea W, , pois tem a segunda coorde-

nada igual a zero.

b) considerando-se dois elementos (xl,O) e (xZ,O) de W, sua soma tam-

bém é um elemento de W, pois: (x1,0)+(x2,0) = (x1 + xz,O).
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¢) considerando-se um elemento (x,O) de W, e um numero real o,
tem-se:
a(x,O) = (ax,O) ,
que é um elemento de W, .
De modo analogo, mostra-se que W, é um subespaco vetorial de R”.
Entretanto, como se verd a seguir, W, U W, nao ¢ um subespago veto-
rial de R*, pois ndo é fechado em relagio a operacio de adicio. Para
isso, considerem-se os pares ordenados (1,0) e (0,1), os quais sdo ele-
mentos de W, UW,, pois (1,0) eW, e (0,1) € W, . Entretanto, tem-se:
(1,0)+(0,1)=(11),
que ndo ¢ um elemento de W, , nem de W, e, portanto, ndo pertence a

W, UW,. Conclui-se, assim, que W, UW, nao ¢ um subespago veto-
rial do R,

Definicdo: Sejam W, e W, subespagos vetoriais de um espago vetorial V.
Diz-se que o espago V é soma direta dos subespagos W, e W,, e denota-se por
V=W ®W,,se:

(i) V=W, +W,

(i) W, "W, ={0}

Exemplos:

1) Mostrar que o espaco vetorial R*> ¢ soma direta dos subespacos vetoriais
W, z{(x,y)e‘RZ/yZO} com W, z{(x,y)e‘ﬁz/xZO}.
Conforme se viu no item (iii) da proposi¢ao anterior, W, e W, sdo subes-

.. 2 ~ s .
pagos vetoriais de R”, sendo sua representagao grafica os eixos Ox e Oy do

plano cartesiano, respectivamente.
(1) Mostrar-se-a que R* =W, + W,.
De fato, tomando-se um elemento qualquer (x, y) eR?, pode-se

escrever:

(x,y)=(x,0)+(0,y),

. 2 7
ou seja, todo elemento do R* é uma soma de um elemento de W, com

um elemento de W, e, portanto, tem-se que R? = W, +W,.
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(ii) E facil ver que o tinico par ordenado que pertence simultaneamente a
WioeaW, é (0,0), que é o elemento neutro de R2. Assim, tem-se que
W, "W, ={(0,0)}.
De (i) e (ii), segue-se que R = W, ew,.
Mostrar que toda fungdo real de uma variavel real é soma direta de uma
fung¢do par com uma fungio impar.
Considerem-se os conjuntos: F, das fungdes reais de uma variavel real; F,,
das fungoes reais de uma variavel real que sao pares; F,, das fungdes reais
de uma varidvel real que sdo impares. Quer-se mostrar que F=F ®F,.
Sabe-se que uma fungao f¢ dita par se satisfaz a relagio f(x)= f(-x), para
todo ponto x de seu dominio. Se for satisfeita a relago f(x)=—f(-x), pa-
ra todo x do dominio de f, diz-se que f é impar. E claro que, para que seja
possivel determinar se f é par ou impar, deve-se ter —x pertencente ao do-

minio da fun¢éo, para todo x de seu dominio.
(i) Mostrar-se-d que F=F, +F,.

De fato, seja fum elemento de F; pode-se, a partir dela, obterem-se duas

outras fun¢des f, e f,, escrevendo-se:

flx)+ f(—x flx)=f(—x
IR S5

b

para todo x do dominio de f tal que -x também pertenca ao dominio
def.

Observe-se que f, ¢ par, pois:

() )+ f(=(x) f(=%)+f(x)
2

f1 —X)= = B =f1(x);

analogamente, tem-se que f, é impar:

Portanto, f, € F, e f, € F,. Por outro lado, tem-se:

flx)=

fx)+f(=)  f(x)=f(=)
2

2
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2.5.

1)

2)

3)

4)

5)

ou seja,
f(x)=fi(x)+ falx)
de onde se conclui que F=F, +F,.

(ii) Por outro lado, a tnica func¢do que é, a0 mesmo tempo, par e impar, é
a fungdo nula 0, que, a cada x real, associa o namero real 0. Portanto,
F,NF,={0}.

De (i) e (ii), segue-se que F=F @ F,.

EXERCICIOS PROPOSTOS
Seja V = {v eR/v> 0} , com as operagoes:
Adigao: v, ®v, =v,-v,, Vv,v, eV
Multiplicagio por escalar: a ®v=v*, VveVeVaeR.

Mostrar que V, munido dessas operacdes, é um espaco vetorial sobre o

corpo dos nimeros reais.

a b
Mostrar que o conjunto Wz{ dj eM,(R)/a+2b =c—d=0} ¢ um
c

subespago vetorial de M, (‘R) .
Mostrar que o conjunto U = {p(t) =a,+at+ at’eP, (ER) la,—2a, = O}
¢ um subespago vetorial de P, (ER) .

Verificar quais dos conjuntos sao subespagos vetoriais do espago veto-
rial R".

a) Wz{(xl,xz,---,xn)eiﬁ”/xl=x5} R: ndo
b) U={(x1,x2,---,xn)e‘R"/xn=x1+x2} R: sim
c) Xz{(xl,xz,---,xn)eiﬁ"/xl20} R: ndo

Sejam: le{(x,y)eiRz/y—x=0} e sz{(x,y)eiﬂzly+x=0}.
Mostrar que R> =W, ®W, .
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3.1. COMBINACAO LINEAR

Definicdo: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um vetor ueV ¢é
dito uma combinagao linear dos vetores v ,v,,---,v, €V, se existem escalares

a,,a,,-a, emKtaisque u=a,v, +a,v, +---+a,v,.

De forma abreviada, pode-se escrever:
n

u= Za Vi
i=1

Exemplos:

1) Verificar se o vetor u=(0,-2,5) pode ser escrito como combinagéo linear
dos vetores v, =(1,1,—1) Y, =(1,1,0) ev, =(—2,0,1) .

Para que se possa escrever u como combinagdo linear dos vetores
{vl,vz,v3} , € preciso encontrar, se existirem, niameros reais g, b e c tais
que u=av, +bv, +cv,.

Para isso, escreve-se a sentenca:
(0,-2,5)=a(1,1,-1)+b(1,1,0)+¢(-2,0,1),

de onde segue-se:

(O,—2,5)=(a,a,—a)+(b,b,0)+(—26,0,c)=(a+b—26,a+b,—a+c).

Da igualdade de vetores, vem:

a+b-2c=0
at+b=-2.
—a+c=5

Resolvendo-se, por qualquer método, este sistema linear, obtém-se:

a=—-6, b=4 e c=-1.
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2)

Dessa forma, pode-se escrever:
u=—6v,+4v, —v,,
ou seja, o vetor u pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores v,,

v, € V.

Conforme se viu no Capitulo 2, os elementos de um espago vetorial V so-
bre um corpo K, independentemente de sua natureza, sao chamados veto-
res. Também se viu que o conjunto de todos os polindmios com coeficientes
reais de grau menor ou igual a n (incluindo o polindmio nulo), com as
operagoes usuais de adi¢cdo de polindmio e multiplicagdo por escalar, é um
espago vetorial real. Esse espago ¢ denotado por (Pn (iR),+,-). Conside-
rando-se n=2, tem-se 0 espago (P2 (‘R),+,-), dos polinomios de grau
menor ou igual a 2, com coeficientes reais. Assim, mesmo que os elemen-

tos deste espago sejam polindmios, eles sdo chamados de vetores.

Considerando-se os vetores p, (t) =—1+t, p, (t) =t-t’e p, (t) =3+2t°
deste espaco, verificar se o vetor q(t) =2-2t+5t> é combinagio linear

desses vetores.

Para que o vetor g possa ser escrito como combinagao linear dos vetores

P,> P, € p, € preciso encontrar nimeros reais a, b e ¢ tais que:
q(t)=ap,(t)+bp,(t)+cps(t).

Assim, vem:

2-2t+5t> =a(-1+t)+b(t—t*)+c(3+2¢7),

ou seja,

2-2t+5t> =(—a+at)+(bt —bt* )+ (3c+2ct),

ou, ainda,

2-2t+5t% =(—a+3c)+(a+b)t+(—b+2c)t’.

Da igualdade de polinémios, vem:

—a+3c=2
a+b=-2;
-b+2c=5
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Resolvendo-se o sistema linear, obtém-se: a=1, b=-3 e c=1 e se pode

escrever que:
4(t)=pi(1)=3p,(1)+ p: (1),

isto é, ¢ ¢ uma combinagio linear de p,, p, e p,.

Verificar se o vetor u =(2,1,1) pode ser escrito como combinagdo linear
dos vetores v, =(1,—1,—2) v, =(3,2,—1) ev, =(4,1,—3).

Para que o vetor u possa ser escrito como combinagdo linear dos vetores

{vl,vz,v3} , € preciso encontrar escalares a, b e c tais que u =av, +bv, +cv,.

Escreve-se, entao:
(2.,1)=a(1,-1,-2)+b(3,2,-1)+¢c(4,1,-3),
ou seja,

(2,1,1) = (a,—a,—2a) + (3b,2b,—b) + (4c,c, —3c) s
isto &,
(2.1,1)=(a+3b+4c,—a+2b+c,—2a—b—3c).

Da igualdade de vetores, conclui-se que:

a+3b+4c=2
—a+2b+c=1;
—2a-b-3c=1

é preciso, agora, resolver o sistema linear obtido. A partir da 1* equagio,

tem-se:
a=-3b—4c+2;
substituindo na 22 e 3* equagdes, vem:

5b+5c=3
5b+5¢=5"

que demonstra uma inconsisténcia, pois nao é possivel que se tenha, ao mes-
mo tempo, 5b+5c¢=3 e 5b+5c=5 (se isso fosse possivel, concluir-se-ia
que 3=5, o que ¢ falso). Sendo o sistema impossivel (ou incompativel),
conclui-se que nao é possivel encontrar os escalares a, b e ¢ tais que seja pos-
sivel escrever u =av, +bv, +cv,. Logo, o vetor u ndo ¢ uma combinagao li-

near dos vetores v, v, e v,.
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3.2. SUBESPACO GERADO

Definicdo: Seja S um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V sobre
um corpo K. O subespago gerado por S é o conjunto de todos os vetores de V

que se escrevem como combinagdo linear dos vetores de S.

Notacao: [S]

Exemplos:

1) Seja S={(1,0,2),(—1,2,1)} um subconjunto do espaco vetorial real R°.

Determinar o subespaco gerado por S.

E preciso determinar todos os vetores do R’ que podem ser escritos
como combinagdo linear dos vetores de S. Toma-se, assim, um vetor gené-
rico v= (x, y,z) do M’ e escreve-se v como combinagdo linear dos ve-
tores de S:

v=(x,y.2)=a(1,0,2)+b(-1,2,1),

de onde se segue que:

(x,y,z) :(a,O,Za)+(—b,2b,b) :(a —b,2b,2a+b) ;

da igualdade de vetores, vem:

x=a-b
y=2b
z=2a+b

A partir da segunda equagao, pode-se escrever:

1
b=—y;

57
Substituindo esse valor de b na primeira equagao, vem:
a—x+1

5 y
Substituindo os valores de a e b na terceira equagio, obtém-se:
z=2 x+ ! + !
= X —_ f— ,
2 4 2 4

ou, equivalentemente:

4x+3y—2z=0.
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Essa é a equagdo de um plano que contém a origem, isto é, o ponto (0, 0, 0)

pertence ao plano. Conclui-se, assim, que o subespago gerado por S é:
[S]={(x.7,2) e’/ 4x+3y—-22=0].

Com o objetivo de exemplificar o que se obteve, considere-se um ponto
qualquer do plano, por exemplo, (1,2,5) . Observe que este ponto satisfaz
a equacio do plano:

4-143-2-2-5=0.

Lembra-se aqui que, a todo ponto do R" e, portanto, em particular, do R°,
associa-se um vetor, chamado vetor-posi¢do, com origem no ponto (0, 0, 0)
e extremidade no ponto considerado, cujas coordenadas sdo as mesmas do
proprio ponto. Assim, ao ponto (1,2,5) associa-se um vetor com estas co-
ordenadas. Mostrar-se-a que esse vetor pode ser escrito combinagéo linear
dos vetores (1,0,2) e (—1,2,1) , ou seja:

(1,2,5)=a(1,0,2)+b(-1,2,1).

Para encontrar os escalares a e b, usam-se as equagdes que permitiram

encontrar a equagao do plano, isto é:
a=x+ ! eb= L,
2 2
para x=1e y=2,obtém-se a=2 e b=1. Assim, pode-se escrever:
(1,2,5)=2-(1,0,2)+1-(-1,2,1),

0 que mostra que o vetor de coordenadas (1, 2, 5) ¢ uma combinacio linear

dos vetores de S.

1
Se for considerado um outro ponto do plano obtido, por exemplo, (5, l,g),

seu vetor-posi¢cdo também sera uma combinacéo linear dos vetores de S,
diferente da anterior, isto é, serdo outros valores dos escalares a e b:
1 1 1

a=—+-=1eb==.
2 2 2

Assim, tem-se:

1.5 1
_)1)_ =1 1, ,2 —_ _1,2,1.
(105]-1002)+3-(12)

119
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A representagdo grafica deste subespago ¢é feita na Figura 3.1. Nela, os ve-

tores de S estdo designados por u e v, isto é: u = (1,0,2) ev= (—1,2,1).

Figura 3.1

O plano de equagao 4x+3y-2z=0¢ 0

subespago gerado [S] pelos vetores u e v

2 -1)(-1 0 0 0
2) Seja S :{[ J( ][ J} um subconjunto do espago vetorial
0 o0 3 0)(-1 1

real das matrizes quadradas de ordem 2, isto ¢, do espago M, (iR) Deter-

mine o subespago gerado por S.

E preciso determinar todas as matrizes quadradas de ordem 2 que podem

ser escritas como combinagéo linear das matrizes de S. Para isso, conside-
. 7 . a b .
re-se a matriz genérica p do espago M, (‘J%’) ; escreve-se essa matriz
c

como combinagdo linear das matrizes de S:

(a b] (2 —1j [—1 OJ (0 0] (Zm —m} [—n oj ( 0 oj
=m +n +p = + + =

c d 0 0 3.0 -1 1 0 0) (3n 0) (-p p

3 2m-n -m

A 3m-p p

Da igualdade de matrizes, vem:

a=2m-n
b=-m
c=3n-p

d=p
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Quer-se determinar, aqui, de que tipo sdo as matrizes de ordem 2 que sdo
combinagdes lineares das matrizes de S, ou seja, como sido os elementos
dessas matrizes. Na resolugdo do sistema linear acima, pode-se, por exem-

plo, obter-se o elemento a escrito em fungao dos demais elementos b, c e d:

_6b+c+d
—

Assim, as matrizes de ordem 2 que sdo combinac¢des lineares das matrizes

de S tém a forma:

_6b+c+d b

3 >
c d

isto é, o subespago gerado por S é:

_6b+c+d
[S]z 3 ;Vb,e,deR;.
c d

4 . .
Por exemplo,se b=-1, c=2 e d=0,tem-se a= E; assim, a matriz

¢ uma matriz do subespago gerado por S. Logo, pode ser escrita como
combinacao linear das matrizes de S. De fato, usando-se as equagdes do

sistema linear resolvido acima, obtém-se:
2
m=1, p=0en= g

e, portanto, pode-se escrever:

4 2 -1} 2 (-1 0 0 0
3 o o/"31 3 o) 1)
2 0 3 -
Observacio: os exemplos anteriores mostram como determinar o subespaco

gerado [S] a partir de um sistema de geradores S= {vl,vz,- . -,vn} .E possivel
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determinar o sistema de geradores S = {vl, Vo -,vn} ,a partir de um subespago

gerado [S], como mostram os exemplos a seguir.

Exemplos:

1) Seja W= {(x, Vs 2, t) eRY/x=z+ 2t} . Determinar um sistema de gerado-

res para W.

Observe que W é um subconjunto do espaco vetorial real R*. Assim, o
sistema de geradores para W sera composto de vetores deste espaco veto-
rial. O que se pretende é determinar um subconjunto S do R* tal que o
conjunto W seja gerado por S, ou seja, W =[S]. Isso significa que os ele-
mentos de W serao combinagdes lineares dos elementos do conjunto S que

S€ procura.

O conjunto W pode ser escrito na forma: W ={(Z+2t,y,z,t)e 9%4} , ou

seja, todo vetor de W é da forma (z +2t, y,z,t) . Isso significa que ha trés
“variaveis livres”, isto ¢, variaveis para as quais se podem atribuir valores. A
primeira variavel, x, ndo é livre, pois depende das outras trés. Por exemplo,
se y=z=t=1, tem-se z+2t=3 e, portanto, o vetor (3,1, 1,1) ¢ um ele-

mento de W.

Observando que:
(z+2t,y,2,t)=(0,7,0,0)+(z,0,2,0)+(2£,0,0,t),
ou, equivalentemente,
(z+2t,y,2,t)=(0,1,0,0)+2(1,0,1,0) +£(2,0,0,1),

vé-se que cada elemento de W é uma combina¢ao linear dos vetores
(0,1,0,0), (1,0,1,0) e (2,0,0,1). Diz-se que cada uma das varidveis livres
“gerou” um vetor. Como ha trés variaveis livres, foram gerados trés vetores,
os quais formam um sistema de geradores de W. Assim, o conjunto pro-

curado é:
$={(0,1,0,0),(1,0,1,0),(2,0,0,1)}

e pode-se afirmar que W =[S].
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a b
2) Seja W=<|c d eM3x2(§R)/a+b—f=0;c—2b=0;f=e=b . Deter-
e f
minar um sistema de geradores para W.
Quer-se determinar um subconjunto S do espago vetorial real M, , (ER)

tal que W seja o subespago gerado por S, isto ¢, W =[S] e, portanto, todo
elemento de W é uma combinagéo linear dos elementos de S.

Das condi¢des impostas para os elementos das matrizes de W, conclui-se

que a=0 e ¢=2b. Portanto, pode-se reescrever o conjunto W:

0 b
W: Zb d ,Vb,dem >
b b

o que indica que ha duas variaveis livres: b e d. Portanto, cada uma delas

devera gerar uma matriz. Tem-se:

0 b 0 b 0 0 0 1 0 0
2b d|=|2b 0|+|0 d|=b|2 0[+d|0 1|
b b b b 0 0 11 0 0

0 b 0 1
Logo, a matriz | 2b d | é uma combinacao linear das matrizes | 2 0| e
b b 11

oS o O

0
1 |, as quais formam, portanto, um sistema de geradores de W. Logo,
0

o conjunto procurado é:

0 1}(0 O
S=412 0}/0 1
1 1)10 O

e se pode afirmar que W =[S].
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3.3. VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E LINEARMENTE INDEPENDENTES

Definicdo: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Diz-se que os vetores

VsV, v, €V sdo linearmente dependentes sobre K se existirem escalares

a,,a,, -, a, € K, ndo todos nulos, tais que a,v, +a,v, +---+a,v, =0.

Em caso contrario, diz-se que os vetores sdo linearmente independentes

sobre K.

Observacoes:

1)

2)

3)

4)

5)

Se os vetores sdo linearmente dependentes, diz-se, de forma abreviada, que
eles sao LD. De modo andlogo, se sdo linearmente independentes, diz-se

que sao LI

Observe-se que a relagdo a v, +a,v, +---+a,v, =0 ¢ sempre valida se
os escalares ¢ (léiSn) sdo todos nulos. Se essa relagio é valida
somente neste caso, isto ¢, se a,v,+a,v,+---+a,v, =0 somente se

a,=a,=-=a,=0, entdo os vetores sio linearmente independentes.

Por outro lado, se a relagdo também ¢é valida quando pelo menos um

dos «a, (1<i Sn) ¢ diferente de zero, entdo os vetores sio linearmente
dependentes.

A diferenga entre um conjunto de vetores ser LI ou LD esta na relacao que
existe entre eles: se os vetores sdo LD é porque existe uma “dependéncia’
entre eles; como se vera adiante, esta dependéncia sera uma combinagio

linear, o que justifica o nome da relagdo entre os vetores. Se os vetores sao

LI, ndo existe nenhuma “dependéncia” entre eles.

Se um dos vetores v,,v,,---,v, € nulo, por exemplo, se v, =0, entdo os

vetores v,v,, --,v, sdo LD, pois:
1-v,+0-v,+---+0-v, =1-0+0+---+0=0;

uma vez que o coeficiente de v, nao ¢ nulo, conclui-se que os vetores
sao LD.

Qualquer vetor néo nulo v é, por si s, LI, pois:

av=0, com v #0, implica, necessariamente, que o =0.
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6) O vetor nulo 0 é LD, pois:

a0 =0 éverdadeira, para qualquer valor de a.

Exemplos:
1) Verificar se os vetores u = (2,1) ev= (1,3) sdo LD ou LI

A . . 2 .
Tém-se, aqui, elementos do espago vetorial real R”. Para verificar a

dependéncia linear entre os vetores, escreve-se a equa¢ao:

au+a,=0,

onde &, e a, sdo escalarese o 0 do 2° membro ¢ o vetor nulo: 0 = (0,0) .
Tem-se:

a,(2.1)+a,(1,3)=(0,0).

Deve-se, agora, determinar os valores dos escalares ¢, e ¢, que tornam a

sentenga verdadeira. Tem-se:
(20{1,0{1)4— (a2,3a2) = (0,0) ,
isto é,
(Zal +a,,0,+ 3a2) = (0,0) .
Da igualdade de vetores, segue-se que:
2a,+a, =0
{al +3a,=0’
a resolugao desse sistema leva a solugdo trivial &, =a, =0, que € tnica.
Assim,
au+a,v=0

implica, necessariamente, em que a,=a, = 0 e, portanto, os vetores u e v

sao LI.

Observe-se que nao ha possibilidade de que os vetores sejam LD. Para que
isso acontecesse, deveria acontecer uma das trés situagdes abaixo:
()a,#0 e a,=0;

2)a,=0e a,#0;

B)a,#0e a,#0.
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2)

A situagdo (1) ndo pode ocorrer, pois, se a, =0, a equagdo a,u+a,v=0
ficaria: a;u =03 como o vetor u nao ¢é nulo, concluir-se-ia que o, =0.
De modo anélogo, se ¢, =0, ter-se-ia a,v =0 e, como v ndo € nulo, con-

cluir-se-ia que o, =0, ou seja, a situagdo (2) também ndo ocorre.

Figura 3.2

Y
3+ -=-=-=--
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I I

I I

u 1

I I

I I
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Supondo—se, entdo, que a,#0 e «a, #0, da equagao a1u+a2v=0 se

poderia escrever:

a
u=——2vy,
al
a,
ou, chamando —2 =k, u=kv.
a

1
Isso significaria que os vetores u e v tém a mesma direcdo, isto é, sdo para-

lelos, o que ndo é verdade. A Figura 3.2 mostra uma representagao grafica

desses vetores.

. 2
Considerem-se, agora, os vetores u= (2,1) e v= (4,2) do MN*°. Mos-
trar-se-a que esses vetores sdo LD.

De fato, escrevendo-se a equagao

au+a,v=0,
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vem:
a,(2,1)+a,(4,2)=(0,0),

ou seja,
(2a,,a,)+(4a,,2a,)=(0,0),
isto &,

(2a, +4a,,a, +2a,)=(0,0),
de onde se segue que:
2a,+4a, =0

o, +2a,=0

Observe-se que as duas equagdes do sistema se reduzem a uma soé:
o, +2a,=0, de onde se conclui que &, =—2a,, ou seja, o sistema tem
infinitas solugdes, ja que se pode atribuir a &, qualquer valor real e, a

partir dele, obter-se o valor de ¢, . Por exemplo, sdo solugdes do sistema:
1
a,=0ea,=0;a,="2ea,=l,a,=-1ea, =5,

entre outras infinitas solu¢oes.

Assim, existem escalares o, e «,, ndo ambos nulos, tais que a equagdo

au+a,v=0 é verdadeira e, portanto, os vetores u e v sdo LD.

Uma vez que, da resolugdo do sistema, concluiu-se que o, =-2a,,

pode-se escrever:

—2a,u+a,v=0,

ou seja,
1

u=—v,
2

ou, equivalentemente,

v =2u.
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Isso significa que os vetores u e v tém a mesma diregao, isto ¢, sdo parale-

los. A Figura 3.3 ilustra esse fato.

Figura 3.3
Y
P i I d
I
I
v 1
T 1
I I
I I
u I 1
I I
} }
0 1 2 3 4 X

3) Verificar se os vetores u = (6,2,3,4) , V= (O, 5, —3,1) e w= (0,0,7,—2) sao
LD ou LI
Para verificar a dependéncia linear entre os vetores, escreve-se a equagao:
au+a,v+aw=0,
ou seja:
,(6,2,3,4)+a,(0,5-3,1)+a;(0,0,7,-2) =(0,0,0,0).
Deve-se, agora, determinar os valores dos escalares «,a,,a; que tornam
a sentenca verdadeira. Tem-se:
(6a,,2a,,3a,,4a, ) +(0,5¢,,-3a,,a, ) +(0,0, 75, —2a, ) =(0,0,0,0),
isto ¢,
(6a,,2a, +5a,,3a, —3a, +7a,, 40, +a, —2a, ) =(0,0,0,0).
Da igualdade de vetores, segue-se que:

6a,=0
20,+5a,=0
3o, =30, +70,=0

da, +a, —2a,=0
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a primeira equagdo conduz a «, =0; a segunda, com ¢, =0, conduz a

o, =0; a terceira, com «, =0 e a, =0,levaa a; =0. Assim,
au+a,y+a,w=0

implica em que a,=0, a,=0 e a,=0. Portanto, os vetores u, v e w

sao LI
Verificar a dependéncia linear entre os vetores abaixo:

{1—2t,—2+t—t2,5t+3t2}

o 0 S 2

a) Aqui, os vetores sdo polindomios de grau menor ou igual a 2, ou seja, sdo
elementos do espago vetorial real (P2 (ER),+,-) , 0s quais serdo cha-
mados de f (t) , g(t) e h(t) , respectivamente. Para estudar a depen-

déncia linear entre eles, escreve-se a equagdo homogénea:
af(t) + bg(t) + ch(t) =0.

O 2° membro desta equagdo, isto é, 0, representa, aqui, o polindmio

nulo 0=0+0f +0¢t>. Tem-se, assim:
a(1-2t)+b(-2+t—t")+c(5t+3t>) =0+ 0t + 0t
ou seja,
(a—2at)+(~2b+bt —bt* )+ (5ct +3ct”) =0+ 0t +0t7,
ou, ainda,

(a—2b)+(—2a+b+5¢)t+(-b+3c)t* =0+0t+0t%,
Da igualdade de polinémios, vem:

a—-2b=0
—2a+b+5c=0
-b+3c=0

A resolugdo desse sistema, por qualquer método que se utilize, leva a

solugdo trivial, ou seja, a=b=c=0. Assim, a equagdo
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af (t)+bg(t)+ch(t)=0
implica em que a=b=c=0 e, portanto, os vetores f(t), g(t) e h(t)
sao LI

b) Nesse caso, os vetores sao matrizes quadradas de ordem 2, ou seja, sdo

elementos do espago vetorial real M, (‘R) . Chamando:

1 2 -3 4 10 10
A= , B= e C=
[0 lj ( 5 9} [—5 —2}

e considerando-se escalares «, [ e y, escreve-se a equagio

homogénea:
aA+[B+yC=0.

Aqui, o 0 que figura no 2° membro da equagdo representa a matriz

0 0
nula de ordem 2, ou seja, 0 = [0 0]. Entao, vem:

1 2 -3 4 10 10 00
+ + = ,
¢ 0 1 P 5 9 4 -5 =2 00
ou seja,
a 2o =36 4p 10y 10y 00
+ + =
0 « 5 90 -5y 2y 00
ou, ainda,

a-30+10y 2a+4L+10y 00
56-57  a+98-2y) |0 0)

Da igualdade de matrizes, vem:

a-3f+10y=0
20+4p+10y =0
5-5y=0
a+9p-2y=0
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Da 32 equagao, tem-se que [ =y ; substituindo na 1? equag¢ao, obtém-se
que o =—7y . Substituindo-se na 2¢ equagdo, obtém-se: 0-y =0, que é
verdadeira para qualquer nimero real y. De modo analogo, se substi-
tuir-se f=y e a =-7y na4® equagdo, obtém-se 0-y =0. Conclui-se,
entdo, que o sistema tem infinitas solucdes, ja que y pode assumir
qualquer valore o e £ dependem de y. A solu¢ao (na verdade, as in-

finitas solugdes) do sistema pode ser colocada na forma:

{a=—7y/eﬂ=7/, V;/EER}.
Por exemplo, se y =2, tem-se o =-14 e [ =2, ou seja, (—14,2,2) é

uma solucio do sistema. Para essa solugdo, tem-se:
1 2 -3 4 10 10 -14 -28 -6 8
—-14 +2 +2 = + +
1 5 9 -5 -2 0 -14 10 18
20 20 0 0
+ =
-10 -4 0 0

Assim, existem escalares ndo nulos que tornam verdadeira a equagao

(e}

aA+ B+ yC=0, ou seja, as matrizes A, B e Csdo LD.

Teorema: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um conjunto de veto-
res v,,v,,--,v, €V €LD se, e somente se, um deles ¢ combinagao linear dos

demais vetores.

Observacdo: este é um teorema de condigdo necessaria e suficiente; o termo “se,

e somente se” significa que o teorema tem duas implicagdes:

(i) “se um conjunto de vetores é LD, entdo um deles é combinagio linear dos

demais vetores”
e

(ii) “se, em um conjunto de vetores, um deles é combinagdo linear dos demais,

entdo esses vetores sdo LD”.

Assim, a demonstracdo do teorema contém duas partes: uma para de-
monstrar a condicdo necessaria (i) e a outra para demonstrar a condi¢do

suficiente (ii).
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Demonstracao:

(@)

(ii)

Condicdo necessaria
Hipotese: os vetores v,,v,, :-,v, €V sdo LD

Tese: um deles é combinacio linear dos demais vetores

Se, por hipoétese, os vetores v,,v,,---,v, sdo LD, entdo, existem escalares

a,,a,,+,a,, ndo todos nulos, tais que:
ayv,ta,y,+-+a,v, =0.

Supondo, por exemplo, que &, # 0, pode-se escrever:

a, a; a,
vi=| 2 v, vy e v
al 1 Cxl
chamando:
a a a
__ % 5 __ % _ .
B,=——=; fy=——5.5 B, =——=, vem:
al al al

vi=By,+ B+t By,
e, portanto, o vetor v, é combinagdo linear dos demais vetores.

Observe-se que, assim como se supds que «, #0 e se mostrou que v, é
combinac¢ao linear dos demais vetores, pode-se supor que qualquer um
dos escalares «; (1 <i< n) ¢ diferente de zero e concluir-se que v, é com-

binagdo linear dos demais vetores.

Condicao suficiente
Hipotese: um dos vetores é combinacéo linear dos demais vetores

Tese: os vetores v,,v,, *+,v, €V sao LD

Por hipdtese, um dos vetores é combinagao linear dos demais; pode-se

supor, por exemplo, que esse seja o vetor v,. Isso significa que existem es-

calares f,, [, -+, B, tais que:
V=PV, vt By
pode-se escrever, equivalentemente:

(—l)v1 + B, + By e+ v, =0.



Dependéncia Linear |

Sendo o escalar que multiplica o vetor v, ndo nulo, ja que ¢ igual a -1,

conclui-se que os vetores v,,V,, +,V, sao LD.

E claro que, fazendo-se a suposicdo de que qualquer vetor v, (ISiS n)
seja combinagdo linear dos outros vetores, concluir-se-a, de maneira ana-

loga, que os vetores v,,v,, +,V, sao LD.

Exemplo: Mostrou-se, em exemplo anterior, que o conjunto de matrizes

(o 23 S)er(B )

é LD. Portanto, pelo teorema anterior, uma delas é combinacéo linear das
outras duas. Escrever-se-4 uma das matrizes como combinagdo linear das

demais.
Uma das maneiras de se fazer isso, é escrever a equagio:
aA+pB+yC=0,

lembrando que o 0 que figura no segundo membro da equagdo representa a

matriz nula de ordem 2. Entao:

12 3 4 10 10) (0 0
%o 1Pl s o) s )7 o of

de onde vem que:

a-30+10y 2a+4p+10y 00
5-5y a+98-2y) (0 0Of

Da igualdade de matrizes, segue-se que:
a-3B+10y =0
2a+4+10y =0
56-5y=0
a+9p-2y=0

Da terceira equagio, conclui-se que £ = y ; substituindo-se essa informagéo

em qualquer outra das trés equagdes restantes, obtém-se a relagdo o +7y =0,
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isto é, @ =—7y. Atribuindo-se um valor numérico a y , por exemplo, y =—1,
obtém-se f=-1 e a =7, Assim, pode-se escrever:

7A-B-C=0.

Essa equagdo mostra que as matrizes A, B e Csao LD. A partir dela, pode-se

escrever, por exemplo: C=7A—B.

Esta ultima equagdo mostra a matriz C escrita como uma combinacéo li-

near das matrizes A e B.

Outra forma de encontrar uma combinacio linear entre as matrizes, é es-
colher uma delas para ser escrita como uma combinagao linear das outras. Por

exemplo, escrevendo a matriz C como combinacio linear das matrizes A e B,

tem-se:
C=aA+ f(B;
entdo, vem:
10 10 1 2 -3 4
=a +p ,
-5 =2 0 1 59
isto é,

10 10) (o 2a =38 4p B a-3F 2a+4p
-5 2] |0 a+5ﬂ9ﬂ_ 5 a+98)

Da igualdade de matrizes, segue-se que:

a-36=10
20+45=10
5=-5
a+9p=-2

Da 32 equagdo, segue-se que S =—1; substituindo-se esse valor em qual-

quer uma das outras trés equagdes, obtém-se o =7. Assim, pode-se escrever:

C=7A-B.

Teorema: Se V>V, eV, sa0 vetores LD, entdo, os vetores v,,v,, -, Vv, sd0
LD, para todo k>n.
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Demonstracao:
Hipotese: os vetores v,,v,, -+,v, €V sdo LD

Tese: 0s vetores v,,v,, -+, v, sdo LD, paratodo k>n

Por hipétese, os vetores v,,v,,---,v, sdo LD; entdo, existem escalares

a,,a,,a, , nao todos nulos, tais que:
ayv,ta,y,+-+a,v, =0.

A esse conjunto de n vetores, acrescentem-se mais k—n (k > n) vetores,

isto é, considere-se, agora, o conjunto:

{VI’VZ’“.’Vn’vn+l’vn+2"“’vk} :
Escrevendo-se a equagao:

ayv,ta,v,+-+ayv, +a, v, +ta,,v, ,++av, =0,

conclui-se, a partir dela, que os vetores v,,v,, -+, v,,v,.,V --,v, sdo LD,

n+12 " n+2>

pois, mesmo que os escalares «, ,,& -,a, sejam todos nulos, entre os es-

n+1> P pa2o”

calares a,,a,,--,a, ha pelo menos um deles que nao ¢ nulo, ja que os vetores
v,y v, sdo LD. Logo, o conjunto de vetores {VI,VZ,' VoV Vs -,Vk}
éLD.

Observacoes:

1) Por esse teorema, conclui-se que, se um conjunto de vetores é LD, aumen-

tando-se o numero de vetores deste conjunto, o novo conjunto sera LD.

2) Observe-se que o teorema ¢ apenas de condi¢ao necessaria, ou seja, a reci-
proca ndo ¢é verdadeira. Isso significa que, se um conjunto de n vetores
VsV, v, € LD, isso ndo implica que o conjunto de vetores v ,v,, -+, v,
¢ LD, para m <n. Assim, quando se sabe que um conjunto de vetores é LD,
se forem retirados desse conjunto um ou mais vetores, nao se pode afirmar

que o novo conjunto seja LD.

Exemplo:

Considere o conjunto A ={v1 =(1,0),V2 =(0,1),v3 =(1,1),v4 =(1,2)} de

vetores do N2
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Tem-se:

v +v,=(10)+(0,1)=(L1)=v

Assim, pode-se escrever:

vy=1-v,+1-v,+0-v,,
ou seja, v, ¢ combinagio linear dos demais, de onde se conclui que o conjunto
A ¢é LD. Pode-se ver, ainda, que v, é combinagao linear dos demais vetores,
pois:

v, +2v,=(1,0)+2(0,1)=(1,2) =v,,
isto é,

vy=1v, +2-v,+0-v,.

Acrescentando-se ao conjunto A um vetor qualquer u= (x, y) do R?,
vé-se que as combinagdes lineares ja existentes continuardo a existir, pois:

vy=1v,+1-v,+0-v,=1-v, +1-v,+0-v, +0-u

vy=1v+2-v,+0-v;=1-v, +2-v,+0-v;+0-u.
Assim, o conjunto A continuard sendo um conjunto de vetores LD.

Por outro lado, retirando-se vetores do conjunto A, ndo se pode garantir

que o conjunto continue sendo LD ou passe a ser LI.
De fato, retirando-se de A o vetor v,, obtém-se um novo conjunto:
B={v,=(1,0),v,=(0,1),v; =(11)},

o qual também ¢é LD, ja que, como se mostrou anteriormente, o vetor vy €

combinagao linear de v, e v,.

Entretanto, retirando-se de A os vetores v, e v,, obtém-se um novo

conjunto
C={v,=(1,0),v,=(0.1)},

que é LI, pois, escrevendo-se a equagio:
ayv,+a,v,=0,

vem:
a,(1,0)+ea,(0,1)=(0,0),
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isto é,
(al,O) + (0,0{2) = (0,0),

de onde se segue que a; =0 e a, =0 e, portanto v, e v, sdo LL

Teorema: Se v,,v,, --,v, sdo vetores LI, entdo, os vetores v,,v,,-+,v, sdo LI,
para todo k <n.
Demonstracao:

Hipotese: os vetores v,,v,,-+,v, €V sdo LI

Tese: 0s vetores v,,v,, -+,v, sdo LI, paratodo k<n
Por hip(’)tese, os vetores v,,v,, -+,V, sdo LI; entdo, a equagao
ayv,+ay,+-+av, =0

¢ verdadeira somente se o, =, =---=a, =0.

Tomando-se um indice k <, considere-se o conjunto

{vl,vz,---,vk}c{vl,vz,---,vn}.

Da equacao:

ayv,+a,y, +-+av, =0,
segue-se que a, =a, ==, =0, pois os vetores v,v,,-+-,v, sdo LI e os
vetores v,,v,,--+,v, estdo entre eles. Portanto, conclui-se que os vetores

VsV, Y, sd0 LI, o que demonstra o teorema.

Observacao:

1) Por esse teorema, conclui-se que, se um conjunto de vetores é LI, dimi-
nuindo-se o numero de vetores deste conjunto, o novo conjunto também

sera LI.

2) O teorema é apenas de condi¢ao necessaria, isto é, a reciproca nao é ver-
dadeira. Isso significa que, se um conjunto de n vetores v,,v,,--+,v, é LI,
isso nao implica que o conjunto de vetores VisVys sV, ¢ LI, para m=n.
Assim, quando se sabe que um conjunto de vetores é LI, se forem acres-
centados a esse conjunto um ou mais vetores, ndo se pode afirmar que o

novo conjunto € LI.
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Exemplo:
Considere-se o conjunto A ={v1 =(1,O,0),v2 =(O,1,0)} do R> o qual é
LI, pois, se
ayv,+a,v,=0,
vem:
,(1,0,0)+a,(0,1,0)=(0,0,0),
isto é,
(,,0,0)+(0,a,,0)=(0,0,0),
de onde se segue que o, =0 e , =0 e, portanto v, e v, sdo LI

Retirando-se de A o vetor v,, obtém-se o conjunto

B:{v1 =(1,0,0)},
que é também LI.
Entretanto, acrescentando-se um ou mais vetores ao conjunto A, nao se

pode afirmar que o novo conjunto seja LI. De fato, acrescentando-se a A o

vetor w = (0,0,1) , obtém-se o conjunto
C={v,=(1,0,0),v, =(0,1,0),w=(0,0,1)},
o qual é ainda LI, pois, se
ayv,+a,v, +aw=0,
tem-se:
a,(1,0,0)+a,(0,1,0)+a,(0,0,1)=(0,0,0),
isto é,
(2,,0,0)+(0,,,0)+(0,0,a;)=(0,0,0),
de onde se segue que o, =a, =a, =0 e, portanto v, v, e wsao LL

Acrescentando-se, agora, a C o vetor u =(1,2,—1) , obtém-se o conjunto

D={v,=(1,0,0),v, =(0,1,0),w =(0,0,1),u =(1,2,~1)} .

Verificar-se-a4 que este novo conjunto ¢ LD. De fato, escrevendo-se a
equagao

ayv,ta,v,+aw+a,u=0,
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vem:

,(1,0,0)+a,(0,1,0)+,(0,0,1) +, (1,2,-1) =(0,0,0),,
isto é,

(@,,0,0)+(0,,,0)+(0,0,a; ) +(ex, 201, —x, ) =(0,0,0) ,
ou seja,

(0{1 ta,,a,+20,,a, —a4) =(0,0,0),

de onde se segue que

a,+a,=0
a,+2a,=0.
a,—a,=0

Resolvendo-se esse sistema linear, obtém-se:

o, =-a,
o, =20,
a;=a,

atribuindo-se um valor a «,, por exemplo, -1, vem:

e pode-se escrever:
Ivi+2-v,-1-w-1-u=0,

ou seja, os vetores sao LD.

3.4. EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Verificar se os vetores sao LI ou LD. Se forem LD, escrever um deles como

combinacio linear dos outros.

a) {a=(2,-2),b=(15),c=(-31)} R: LD; az—ib—ic
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{2 0 1} (o 3 —1} (2 3 0]}
b) , , R: LI
11 301 2 <1/lo 1 -3

2) Determinar os valores de m para que os vetores (m+2,1,3), (—Z,m,l) e
(2,2,-1) sejam LD. R: m=-2 ou m=-8

3) Determinar o subespago gerado pelo conjunto S = {2 —3t,3- 2t2} .

R: [S]z{ao +at+a,t’eP, (9{)/6% +4a, +9a, =0}

4) Seja W={a0+a1t+a2t2 +ayt’ € P,(R)/a,+3a,—5a, =a, +2a, =0}.

Determinar um sistema de geradores para W.

1
R: S={—3+t,5+t2—5t3}

5) Sabendo que o conjunto {u,v,w} ¢ LI, mostrar que {u+v,v+w,u+w}

também é LI.



BASE E DIMENSAO

4.1. INTRODUCAO

Em muitas aplicagdes, ndo ¢ interessante trabalhar com um espago vetorial
“inteiro’, mas com uma parte deste espaco, ou seja, um subespaco, que seja cons-
tituido pelas combinagdes lineares de um dado conjunto de vetores. Serd, entéo,
conveniente, escrever os elementos desse subespago como combinagdes lineares
de um conjunto que contenha o menor numero possivel de vetores e que estes

sejam escritos de forma simplificada. Este capitulo tratara desse assunto.

4.2. BASE

Definicdo: Uma base de um espago vetorial V sobre um corpo K é um subcon-

junto finito B < V, satisfazendo as condigdes:
a) BgeraV, ou seja, o subespago gerado por B éiguala V.

b) BéLL

Exemplos:
1) Verificar se o conjunto B :{(1,2,3),(0,1,2),(1,—1,2)} ¢ uma base do es-
paco vetorial real R°.

E preciso mostrar que sdo satisfeitas as duas condi¢es da definigao.

a) Seja v= (x, y,z) um vetor genérico do R°. Mostrar-se-a que esse vetor
se escreve como combinacao linear dos vetores de B. Para isso, escre-
ve-se a combinacio linear:
v=(x,y.2)=a(1,2,3)+b(0,1,2) +¢(1,-1,2)

e mostra-se que ¢é possivel encontrar os escalares a, b e ¢ que tornam a

equacio verdadeira. Tem-se:

(x,y,z)z(a,Za,3a)+(0,b,2b)+(c,—c,2c)z(a+c,2a+b—c,3a+2b+2c).
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Da igualdade de vetores, vem:

atc=x
2a+b—-c=y ;
3a+2b+2c=z

Resolve-se esse sistema, com o objetivo de se determinar os escalares a,

b e ¢, obtendo-se:

4x+2y—
g txt2y-z
5
_—7x—y+3z
: .
-2y +
=X-2y+z
5

b

Observa-se, assim, que o sistema tem solugdo, isto é, para cada vetor
(x,y,z) do R?, tem-se um valor paraa, b e ¢, ou seja, todo vetor do R3
pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores do B. Logo, B gera
o R°.
b) Mostrar-se-a que os vetores de B sdo LI. Para isso, escreve-se a equagio:

a(1,2,3)+b(0,1,2)+¢(1,-1,2)=(0,0,0),
de onde vem que:
(a+c.2a+b—c,3a+2b+2c)=(0,0,0).
Portanto:

a+c=0

2a+b—-c=0
3a+2b+2c=0

A resolucio desse sistema, por qualquer método, leva a solugao trivial:

a=b=c=0, mostrando que os vetores sdo LI.
De (a) e (b), conclui-se que o conjunto B é uma base do R°.

Observe-se que esses vetores ndo sdo coplanares (isto é, ndo pertencem a um
mesmo plano), pois, resolvendo-se o determinante de 3* ordem, cujas linhas

sao constituidas pelas coordenadas dos trés vetores, tem-se:
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1 2 3
0 1 2(=(2+4+0)—(3-2+0)=5.
-1 2

Sendo o determinante diferente de zero, conclui-se, por resultado da Geo-
metria Analitica, que os vetores nao sao coplanares. Verificou-se, assim,

que os vetores de B sdo LI e ndo sdo coplanares.

. A ~ 3
Esse resultado pode ser generalizado: trés vetores ndo coplanares do R

sao LI.

Verificar se o conjunto B = {2 +t—t7t+ tz} ¢ uma base do espago vetorial
real P, (9&’), com as opera¢des usuais de adi¢cdo de polindmios e multipli-

cagdo por escalar.

Verificar-se-4, neste exemplo, que, embora os vetores (que, aqui, sdo poli-
ndmios de grau menor ou igual a 2, com coeficientes reais) sejam LI, eles

ndo geram o espago P, (ER)

De fato, escrevendo-se a equagdo:
a(2+t—t2)+b(t+t2)=0+0-t+0-t2,

vem:

2a+(a+b)t+(-a+b)t>=0+0-1+0-1".

Da igualdade de polinomios, obtém-se o sistema:

2a=0
a+b=0 ,
-a+b=0

que admite apenas a solugéo trivial a =b =0, Logo, o conjunto B é LI.

Para verificar se o conjunto B gera o espago P, (ER), ¢ preciso verificar se

todo elemento desse espaco é combinacgdo linear dos elementos de B.
. o 2

Toma-se, assim, um elemento genérico a,+a,t +a,t” de P, (YR) e escre-

ve-se a equagao:

ao+a1t+a2t2=a(2+t—t2)+ﬂ(t+t2);
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o objetivo ¢é verificar se é possivel encontrar os escalares o e £ que tor-

nem essa equagdo verdadeira. Tem-se:
ay+at+ai’ =2a+(a+p)t+(-a+p)t’

e, portanto,

a,=2«a
a,=a+pf
a,=—a+pf

1
Da 1° equagao, segue-se que azgao. Substituindo-se esse valor na 22

equacio, obtém-se:

1 - ~
p=a,——a,. Esses valores de o e f substituidos na 3* equagao levam ao
2

resultado:
a, = 1a +a la =—a,+a
2 2 0 1 2 0 0 1°

Isso mostra que os elementos de B geram apenas os polindmios de P, (ER)
que satisfazem a relagdo a, =—a, +a,, isto é, o subespago vetorial gerado

por B é:
[B]:{ao +at+ay’eP,(R)/a,=—a, +“1} ’

que estd contido em P, (SR) , ou seja, B gera apenas uma parte de P, (9{)

Por exemplo, o polindmio 1+ 5¢ + 4t> E[B:|, pois 4=—1+5, isto é, esta
satisfeita, para os coeficientes desse polinomio, a relagdo a, =-a, +a,.
Logo, esse polindmio pode ser escrito como combinagio linear dos poli-

ndémios de B:
1+5¢ + 4t> =%(2+t—t2)+§(t+t2).

s A . 2 ~
Por outro lado, o polindmio 1+ 5t +7¢* é um elemento de P, (R), mas ndo
pertence a [B], pois seus coeficientes nao satisfazem a relagdo a, =—a, +a,.
Pode-se ver que esse polindmio ndo ¢ uma combinacéo linear dos elemen-

tos de B, pois, escrevendo-se a equagio
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145t +7¢> =a(2+t—t2)+ﬂ(t+t2),
obtém-se:
145t +7t* =20 +(a + )t +(—a + B)t?,

da qual se segue:

1=2ca
S5=a+pf .
7=—a+p

1 o ~
Da 12 equagéo, tem-se que o = 5; substituindo-se esse valor na 22 equagéo,

obtém-se [ =2; entretanto, substituindo-se na 3* equagdo, obtém-se
b =1?5, ou seja, o sistema é incompativel, mostrando que nao é possivel
encontrar escalares @ e £ que tornem verdadeira a equagdo

1+5t+7t* :a(2+t—t2)+ﬂ(t+t2).

Se nem todos os elementos de P, (‘R) podem ser escritos como combina-
¢do linear dos elementos de B, conclui-se que esse conjunto nao ¢ uma base

desse espaco vetorial.

Observacoes:

1) Conforme se viu no Capitulo 2, o vetor nulo é LD. Assim, considerando-se
o espago vetorial nulo, isto é, o espago vetorial que contém apenas o vetor

nulo, este ndo possui base.

2) Todos os demais espacos vetoriais possuem infinitas bases. De todas estas
infinitas bases, uma delas é considerada a mais simples e chamada de base
candnica.

As bases canonicas dos principais espagos vetoriais sao:

. R:{1

- R7:{(1,0),(0.1)]

.« %°:{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
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R": (1,0,...)0),(0’1,...’0),...)(0,0)...,1)

n vetores com n coordenadas

e R T

P (m):{l,t,tz,--~,t”}.

n

Processo pratico para obter uma base de um subespaco do R”

A

base sera encontrada a partir do conjunto de geradores

S =[u1,u2,- . ',ur:lc R", considerando-se as seguintes propriedades:

1)

2)

3)

4)

permutando-se dois dos vetores do conjunto, nao se altera o espago

gerado;

multiplicando-se um dos vetores do conjunto por um escalar nao nulo

o , ndo se altera o subespago gerado, isto é:
[ul’uz’...’ui’...’ur]:[ul’uz’...’aui’...)ur];

somando-se um dos vetores do conjunto com um outro vetor do con-
junto multiplicado por um escalar ndo nulo « , nao se altera o subespago

gerado, isto é:
[ul,uz,-",ui,"-,u,]=[ul,uz,u-,ui,uj +aui,-~,urJ (1 <i< r); (1 Ser);

se u,,u,, .U, seapresenta na forma escalonada, ou seja, se 0 numero
de zeros iniciais de u, ¢ maior do que o de u, e, assim, sucessivamen-
te, entdo os vetores u,u,, -, u, sao LL

Dessa forma, o processo consiste em dispor os vetores de um sistema de
geradores do espago vetorial como linhas de uma matriz e escalona-la.
As linhas ndo nulas da matriz resultante do escalonamento serdo veto-

res LI, os quais formarao a base procurada.

Exemplo: Seja W um subespago do R que possui o seguinte sistema de

geradores:

[(21,1,0),(1,0,1,2),(0,~1,1,4),(3,0,3,6) ]
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Determinar uma base para W.

Constroéi-se uma matriz com os vetores do conjunto de geradores, con-
siderados em uma ordem qualquer. Aqui, colocou-se o vetor (1,0,1,2) na pri-

meira linha, para facilitar o escalonamento da matriz que se fara a seguir:

1 0 1 2
2 1 0
0 -1 1 4
30 3 6

Escalonando-se a matriz por linhas, vem:

1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2
2 01 1 0| Spp |0 1 -1 4| [0 1 -1 4

— — .
0 -1 1 4 0 -1 1 4 0 0 0 0
3.0 3 6 0 0 0 0 0 0 0 0

Retirando-se as linhas nulas, restam os vetores (1,0,1,2) e (0,1,—1,—4).
Logo, de acordo com o processo acima, esses vetores formam uma base para
W, isto é, o conjunto W = {(1,0,1,2),(0,1,—1, —4)} é uma base de W.

De fato, os vetores sao LI, pois, da equagio
a(1,0,1,2)+b(0,1,-1,—4) =(0,0,0,0),
vem:
(,0,a,2a)+(0,b,—b,—4b)=(0,0,0,0),
ou seja,
(a,b,a—b,2a—4b)=(0,0,0,0),
de onde se segue que a=b=0 e, portanto, os vetores sio L.

. Jon) 4
Por outro lado, considerando-se um vetor genérico (x, V2, w) deWcR

e escrevendo-se:
(%, y,z:w)=a(1,0,1,2)+ B(0,1,—-1,—4),
vem:

(x,y,z,w) = (a,O,a,Za) + (O,ﬂ,—ﬂ,—4ﬂ),
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isto é,
(x,y,z,w)z(a,ﬂ,a —ﬁ,2a—4ﬂ).
Entao:
xX=a
y=p
z=a-pf
w=2a—-4p

Portanto, um vetor genérico de W tem suas coordenadas escritas em fun-
¢do de o e f. Atribuindo-se, aleatoriamente, valores aos escalares e [,
obtém-se vetores de W. Por exemplo, se =1 e =2, obtém-se o vetor

(1,2,-1,-6), que é uma combinagio linear dos vetores da base:

(1,2,-1,-6)=1-(1,0,1,2) +2-(0,1,-1,~4)..

>

)

e (0,1,—1, —4) geram W e, portanto, o conjunto W = {(1,0,1,2),(0,1,—1, —4)} é

Se =0 e =0, obtém-se o vetor nulo (0,0,0,0) ;sea=-2e f=

L

1 5
obtém-se o vetor (—2,;—;—6} e assim por diante. Logo, os vetores (1,0,1,

uma base de W.

Definicdo: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um conjunto de ve-

tores {vl,vz,---,vn} c V ¢ dito LI-maximal se:
a) {vl,vz,---,vn} é LI

b) {vl,vz,-”,vn,w} ¢LD, VweV

Proposicao: Um conjunto de vetores {vl,vz,- . -,vn} é base de um espago veto-

rial V se for LI-maximal.

Demonstracao:
Hipétese: o conjunto {vl,v2,~ . ~,vn} é LI-maximal

Tese: 0 conjunto {vl,vz,---,vn} ébasede V
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Se, por hipotese, o conjunto de vetores o conjunto {vl,vz,- . -,vn} é LI-ma-
ximal, entdo, por defini¢do, o conjunto ¢ LI. Para mostrar que o conjunto

{vl,vz,- . ',vn} ¢ base de V, resta mostrar que o conjunto gera V.

De fato, tomando-se um vetor genérico ueV, tem-se que o conjunto
{vl,vz,-n,vn,u} ¢ LD, pois {vl,vz,---,vn} ¢ LI-maximal. Portanto, um dos
vetores ¢ uma combinacao linear dos demais vetores do conjunto. Ora, o tinico
vetor que pode ser escrito como combinacdo linear dos demais é u, ja que
VsV, -+, v, sdo LI Conclui-se, assim, que {vl,vz,--- vn} gera Ve, portanto, é

uma base de V.

4.3. DIMENSAO

Definicdo: Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se di-
mensdo do espaco V, o numero de vetores de qualquer uma de suas bases.
Notacio: dim(V)

Observacoes:

1) Se o numero de vetores de uma base de um espago vetorial ¢ finito, diz-se
que o espaco é de dimensdo finita. Neste texto, ndo serdo estudados os es-

pagos de dimensao infinita.
2) Asdimensodes dos principais espagos vetoriais sdo:

. dim({O})zo (aqui, {0} representa o espago que contém apenas o

vetor nulo)

. dim(iﬁ)zl

. dim(iﬂz)zz

- dim(R°)=3

. dim(iR”)zn

. dzm(men(ER))zm n
. dim(Mn(i)‘i))zwnzn2
. dim(Pn (fR))zn+1
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Exemplos:

1) Seja W= {(x,y,z,t) eR*/x —2y+t= 0} . Determinar a dimensao de W.

Para determinar a dimensdo de W, é necessario determinar uma de suas
bases. Os elementos (x, y,z,t) de W sdo tais que x—-2y+t=0, isto &,
x =2y —t. Logo, todo vetor de W pode ser escrito na forma: (2y - t,y,z,t),
sendo ¥, z e t numeros reais. Determina-se, agora, um sistema de geradores

para W; para isso, observe-se que se pode escrever:
(2y—t,3,2.t) = (2,3, 2:1)+(~1,0,0,0) = (2,1,0,0) +2(0,0,1,0) +(~1,0,0,0)

Assim, o conjunto S={(2,1,0,0),(0,0,1,0),(—1,0,0,0)} é um sistema de
geradores para W. Para determinar uma base para W, utiliza-se o processo
pratico para obtengdo de base. Assim, constrdi-se uma matriz com os ve-

tores do conjunto de geradores:

1 0 O -1 0
0 1 01, ou, equivalentemente, 2 1
-1 0 0 O 0 O

A ordem em que os vetores sao colocados nas linhas da matriz néo inter-

fere, obviamente, no resultado.

Escalonando-se a matriz por linhas, vem:

-1 0 0 0 -1 0
1 0 o2yl o0 1 0
0 1 0 0 0 1

Observe-se que a matriz estd escalonada e ndo apresenta nenhuma linha
nula. Logo, os vetores sdo LI e constituem uma base de W, ou seja, S é base
de W. Portanto, dim(W) =3.

Observacdo: Um erro muito comum que se comete é confundir a quantida-
de de coordenadas de um vetor, com a quantidade de vetores de uma base.
No exemplo anterior, a base de W é constituida de 3 vetores quadridimen-
sionais, isto é, com 4 coordenadas, mas dim(W) =3, que é o nimero de

vetores LI que constituem a base.
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2) Determinar a dimensio de U z[l—Zt,Zt 121t 2 6t — 1> +t3}
Observe-se que U é um subconjunto de P, (SR), que ¢ o conjunto dos po-
lindmios de grau menor ou igual a 3, com coeficientes reais; U é gerado
pelos polindmios 1-2t, 2t +t* —t>, 1+t>—t> e 2—6t—t>+1t>, que sdo
chamados, simplesmente, de “vetores”. Esses vetores podem ser escritos
na forma:
1-2t=1-2t+0t> +0t%

2417 -7 =042t +17 17

1+t2—t> =140t +° -t

2-6t—t>+1°.

Assim, os coeficientes dos polindmios podem ser associados, respectiva-
mente, aos vetores: (1,—2,0,0), (0,2,1,—1), (1,0,1,—1) e (2,—6,—1,1).

Para determinar uma base de U, constroi-se uma matriz com os coeficien-

tes dos polinémios que 0 geram, ou seja, com 0s vetores associados aos

polinémios:
1 -2 0 0
0 2 1 -1
1 0 1 -1
2 6 -1 1

1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 0
0 2 1 -1| Zph, 0 2 1 -1 b 0 1 -1
1 0 1 -1 0 2 1 -1 0 0 0
2 -6 -1 1 0 2 -1 1 0 0 0 0

Observa-se, assim, que restaram apenas duas linhas ndo nulas na matriz
escalonada e, portanto, ha apenas dois vetores LI no conjunto de gerado-
res, 0s quais constituem uma base para U: (1,—2,0,0) ) (0,2, 1,—1) . Logo, os
polindmios associados a eles 12t e 2t +t° —t> sdo os elementos da base
de U, isto é,

B={1—2t,2+t2—t3}

é base de U e, portanto, dim(U) =2.
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3) Determinar uma base e a dimenséo para o espacgo das solu¢des do sistema
x—y—z—-t=0
linear (L): 2x+y+t=0
z—t=0
Sendo o sistema homogéneo, ele admite pelo menos a solu¢ao trivial, isto
é, tem-se a solucéo (0,0,0, 0) . Para determinar se essa é a tinica solugéo ou
se ha mais de uma solu¢io (neste caso, serdo infinitas), resolve-se o siste-
ma. Utilizar-se-4, para tal finalidade, o método de Gauss, ou seja, o mé-
todo do escalonamento, trabalhando apenas com a matriz dos coeficien-
tes; sendo o sistema homogéneo, ndo é necessario acrescentar a coluna dos

termos independentes. Tem-se:

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
2 1 0 1|24l 3 2 3],
0 0 1 -1 0 0 1 -1

Observe-se que a matriz ja esta escalonada e, assim, o sistema obtido, equi-

valente ao sistema dado, é:

x—y—-z—-t=0
(L'):93y+22+3t=0.
z—t=0

Da 3% equagao, segue-se que z=t; substituindo na 22 equagao, obtém-se:

5
y=——t.

3
Substituindo-se esses valores de z e y na 1* equagao, vem:

5 1
Xx+—t—t—-t=0=>x=—t.
3 3

Assim, as solugdes do sistema podem ser colocadas na forma:

Sz{(x,y,z,t)/x=§t,y=—§t,z=t,w e‘R},

ou, equivalentemente,

S:{(x,y,z,t)/y=—5x,z=3x,t:3x,VxeiR} .
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Observe-se que o conjunto S das solugdes do sistema (L) ¢ um subconjun-

to do espago vetorial real R, que pode ser escrito, ainda, na forma:
S= {(x,—Sx,3x,3x), Vx e iR} ;

Assim, um elemento genérico de S ¢ da forma (x,—5x,3x,3x), ou seja:
(x,—Sx,3x,3x) = x(l, =5, 3,3) R

o que indica que S ¢ gerado pelo vetor (1, -5, 3,3).

Logo, conjunto B = {(1, —5,3,3)} ¢ uma base de S e, portanto, dim(S) =1.

Teorema da Invariancia: Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Entéo,

todas as bases de V tém o mesmo numero de vetores.

Demonstracao:
Hipotese: V é um espacgo vetorial de dimenséo finita
Tese: duas bases quaisquer de V tém o mesmo ntiimero (finito) de elementos
Sejam B= {vl,vz,- . -,vn} e B'= {ul,uz,- . -,um} bases do espago vetorial V,
o qual, por hipotese, tem dimenséo finita.
Sendo B uma base, segue-se que B gera V; como B’ é LI, conclui-se, pela
proposi¢ao anterior, que m<n.
Por outro lado, B’ é base e, portanto, gera V; uma vez que B ¢ LI, con-
clui-se, pela mesma proposigdo, que n<m.

Logo, m=n, ou seja, as bases de V tém o mesmo niimero de vetores.

Lema: Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e S um subconjunto LI
de V. Se v é um vetor de V que ndo esta no subespago gerado por S, entdo o

conjunto obtido acrescentando-se va S é LI.

Demonstracao:

Hipéteses: V é um espago vetorial de dimensao finita; S ¢ um subconjunto LI

de V; v eV nao pertence ao subespago gerado por S
Tese: o conjunto obtido acrescentando-se va S é LI

Sejam v,,v,, -+, v, vetores distintos de S; sea,v, +a,v, +..+a,v, +bv =0,

deve-se ter, necessariamente b =0, pois, caso contrario, escrever-se-ia:
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4, 9

b

n
n b
e concluir-se-ia que v pertenceria ao subespago gerado por S, contrariando a

hipotese. Sendo b =0, tem-se:
av,+tay,+..+av, =0

e, como S € LI, segue-se que a,=a,=---=a,=0, isto é o conjunto

{vl,vz,---,vn,v} ¢ LL

Teorema do Completamento: Seja V um espago vetorial de dimensdo
finita n. Se {ul,uz,-n,ur} cV ¢ um conjunto LI com r vetores, sendo r <n,
u

entdo, existem (n—r) vetores u U em V tais que

r+1> % ri20” n

{ul,uz,---,ur,um,uﬁz,---,un} ¢ uma base de V.
Este teorema pode ser enunciado, de forma equivalente, da seguinte

maneira:

Teorema do Completamento: Qualquer conjunto de vetores LI de um espago
vetorial V de dimensdo finita pode ser completado de modo a formar uma

base de V.

Demonstracao:

Hipoteses: V é um espago vetorial de dimensao finita #; {ul,uz,- . -,ur} cV é

um conjunto LI com r vetores, sendo r <n

o

Tese: existem u, . ,u,,,,~*+,u, em V tais que {ul,uz,---,ur,um,um,---,un}

uma base de V

Se a dimensdo de V é n, entdo toda base B de V tem n vetores LI, ou se-
ja, B é LI-maximal, e qualquer conjunto com n+1 vetores é LD. Seja
So ={u1,u2,---,ur} um subconjunto LI de V, com r <n. Pelo lema anterior,

existem, no maximo, n—r vetores u,,,u, ,, U, tais que o conjunto

S={u1,u2,---,ur,ur+l,ur+2,---,un} ¢ Ll e §,cS. Logo, S é um conjun-

to LI-maximal e, portanto, S ¢ base de V, a qual foi completada a partir de S,,.
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Tém-se, ainda, os resultados seguintes:

Teorema: Seja V um espago vetorial tal que dim(V) =n. Entdo:

a) qualquer conjunto com #n+1 ou mais vetores é LD;

b) qualquer conjunto LI com # vetores é base de V.

Demonstracao:

a) Hipotese: dim(V)zn
Tese: qualquer conjunto com n+1 ou mais vetores é LD
Seja B= {vl,vz,- . -,vn} uma base de V. Suponha-se que o conjunto
B' ={v1,v2,-~,vn,u} seja LI. Mostrar-se-a que B’ gera V, isto ¢, que todo
elemento v € V é combinacéo linear dos vetores de B’. De fato, como B é uma
base de V, entdo o vetor v é uma combinagio linear dos elementos da base,
isto é, existem escalares a,,a,, --,a, taisquev=a v, +a,v, +---+a,v,.
Pode-se escrever:
v=ay, tay,+--+ayv, +0-u,
ou seja, v é combinagdo linear dos vetores de B’, de onde se conclui que B’
gera V. Por outro lado, se B’é LI e gera V, entao B’ é base de Ve, portanto,
pode-se concluir que dim(V) =n+1, o que contraria a hipotese. Portan-
to, B’nio pode ser LI, isto é, B’é LD.

b) Hipotese: dim(V)zn
Tese: qualquer conjunto LI com 7 vetores é base de V
Seja B'= {ul,uz,- . -un} um conjunto LI do espago vetorial V e suponha-se
que B’ ndo gera V. Entdo 3v eV tal que v ndo é combinagao linear dos
elementos de B’. Considere-se, agora, B" = {ul, Uyye -,un,v} . Pelo lema de-
monstrado anteriormente, segue-se que B" ¢é LI, o que contraria o item

(a). Logo, B’gera V e, portanto, ¢ base de V.
Proposicdo: Seja W <V um subespago de V. Se dim(W) =dim(V) entdo
W=V.
Demonstracao:
Hipoteses: W < V' é um subespago de V; dim(W) = dim(V)
Tese: W=V

155



156

| INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

Suponha-se que dim(W )= dim(V) =n eque B= {vl,vz,- . -,vn} seja uma
base de W. Como W c V', entdo B é também base de V. Logo, [B]: W=V e,
portanto, W=1V.

Proposicdo: Seja B= {vl,vz,---,vn} uma das bases de um espago vetorial V.
Entdo, todo elemento de V se escreve de maneira inica como combinacio li-

near dos vetores da base B.

Demonstracao:
Hipétese: B = {vl,vz,n-,vn} ébasede V
Tese: todo elemento de V se escreve de maneira inica como combinagéo linear

dos vetores de B

Seja v €V ; entdo, v se escreve como combinagio linear dos vetores da base
B, ou seja, existem escalares a,,a,, :-,a, taisque v=av, +a,v,+---+a,v,.

Suponha-se que v possa ser escrito como outra combinagao linear dos ve-
tores de B, isto é, suponha-se que existam escalares b ,b,,---,b, tais que
v=by, +by,+---+byv,.

Entéo, tem-se:

ayv,+a,v,+--+ay, =byv, +b,v,+---+bv,
isto ¢,

ayv,+a,v,+--+ay, —bv -b,y,—--—byv =0,
ou, ainda,

(a,=b))v,+(a,—b,)v,+---+(a,—b,)v,=0.

Como B= {vl,vz,- . -,vn} é LI, conclui-se que:

a;,—b, =0(1£i£n),
isto é,

a,=b,(1<i<n).

Portanto, a combinacéo linear é tnica.

Exemplo: Considere-se a seguinte base do R*: B= {V1 = (2,3),1/2 = (1,1)} ; en-

tao, todo vetor do R? é gerado pelos vetores de B, isto ¢, todo vetor do R* é

uma combinacdo linear dos vetores de B.
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Tomando-se, por exemplo, o vetor u = (2,5) , este se escreve como combi-
nacio linear dos vetores da base B. Para encontrar essa combinacio linear,

basta que se escreva a equagao:
(2,5)=a(2,3)+b(1,1)

e se determinem os valores de a e b. Tem-se:
(2,5)=(2a,3a)+(b,b)=(2a+b,3a+b),

de onde se segue que:

2a+b=2

{3a +b=5

A solugao desse sistema linear é: a=3 e b=-4. Portanto, pode-se
escrever:

(2,5)=3(2,3)-4(L1), ou seja, u=3v, —4v,.

Supondo-se que o vetor u admita uma outra combinagéo linear, diferente
desta, por exemplo, u=av, + Bv,, vem:

u=3v, —4v,=av, + pv,,
ou seja,

av, + pv,=3v, +4v, =0,
ou, ainda,

(a=3)v,+(4+B)v,=0.

Sendo os vetores LI, essa equagdo s se verificase « —3=0e 4+ =0,0u
seja, se

a=3 e f=—4, 0 que mostra que a combinagio linear é tnica.

Teorema: Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V. Entdo:
dim(U +W)=dim(U)+dim(W)—dim(U "W).

Demonstracao:
Hipotese: U e W sao subespacos de um espago vetorial V'
Tese: dim(U + W) =dim(U)+dim(W)—dim(U "W)

Seja By, = {el,ez,-”,er} uma base de U W . Sendo os vetores dessa

base LI em U e em W, entdo, pelo Teorema do Completamento, existem
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Uy, u el e w,w,, -, w, eW tais que B, :{61»32»“"er’”1’”z""’”s}
ébasede Ue B,, ={el,ez,-~~,er,w1,w2,~~,wt} é base de W.
Observe-se que dim(UﬁW)zr, dim(U)zr-l—s e dim(W)=r+t.
Portanto:
dim(U)+dim(W)—dim(UﬁW)=r+s+r+t—r=r+s+t (1)
Mostrar-se-4, agora, que By.w ={el,ez,---,er,ul,uz,---,us,wl,wz,---,wt}

éumabasede U+ W .

E claro que esse conjunto de vetores gera U + W, pois, se ve U + W, entdo
v=u+w, sendo u escrito como combinagéo linear da base de U e w, como

combinacio linear da base de W. Assim, [B Ui ]z U+W.
Os vetores de By, sdo LL

Defato,supondo-sequeexistamescalaresa,,a,, -,a,,b,,b,,---,b_,c,,¢,,**,c,
tais que:
ae +ae,+-+ae +bu +bu,+-+bu +cw +c,w,+--+cw, =0, (2)
pode-se escrever:

ae +aye,+--+ae +bu +bu, +-+bu =—cw —c,w,——cw,.

Como o vetor ae, +a,e,+---+ae, +bu +b,u,+---+bu,_ é um vetor
deUe —c,w, —c,w, —---—c,w, éum vetor de W, entdo, pela ultima igualdade,
trata-se do mesmo vetor e, portanto, —¢,w, —c,w, —---—c,w, eU W. Logo,

existem escalares 3, 5,,--+, B, tais que:
Wy =Wy = —ew, = fie + fhey +oo+ Ble,
de onde vem que
pe +pe,++pBe +cw +c,w,++e,w, =0.
Como {el,ez,---,er,wl,wz,---,wt} é base de W, seus elementos sao LI e,

portanto, segue-se que S, =pf,=---=f,=c, =c,=---=c,=0. Assim, a ex-

pressao (2) fica:
ae +aye,+--+ae +bu +bu,+--+bu =0.

Lembrando que {el,ez,- e U Uy, -,us} é base de U, o que acarreta que

os vetores sdo LI, segue-se que a, =a,=---=a,=b, =b,=---=b_=0. Con-
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clui-se, assim, que o conjunto {el,ez,---,er,ul,uz,---,us,wl,wz,---,wt} ¢LLo

que demonstra que é uma base de U + W . Portanto,

dim(U+W)=r+s+t. (3)

De (1) e (3), segue-se que dim(U+W) = dim(U)+dim(W)—dim(U mW),

o que demonstra o teorema.

Exemplos:

1)

2)

Sejam U ={(x,y)e R/ y=2x| e W={(x,y)e R’/ y = x| dois subes-
pagos do K> Tem-se:

- oselementos de U pertencem a reta y =2x; logo, dim(U) =1;

- os elementos de W pertencem a reta y =—x; logo, dim(W) =1

- UnW={(0,0)};logo, dim(U W )=0.

Entdo, uma vez que dim(U+W)=dim(U)+dim(W)-dim(U W),
vem:

dim(U+W)=1+1-0=2.

Por outro lado, sabe-se que dim(iRz) =2; assim, tem-se:

(U+W)c R e dim(U+W)=dim(R*)=2,

de onde se conclui que U + W =R>.

Considerem-se os subespagos do R”:

Uz{(x,y,z)e‘ﬁ3 /x—2y+z=0} eW={(x,y,z)eiR3 /3x+2y+z=0} .

Determinar uma base para U+W e UNW e suas respectivas dimensoes.
Em seguida, verificar se R*>=U@®W , onde @ indica a soma direta de
UeW.

Observe-se que os elementos de U pertencem ao plano contido em R°, de
equagdo x —2y + z = 0; seus pontos (ou vetores) sdo da forma: (2 V=2, z)
e, portanto, pode-se escrever:

(2y—z,y,z) = y(2,1,0)+z(—1,0,1) .

Logo, o conjunto B, ={(2,1,0),(—1,0,1)} ¢ uma base de U, o que indica

que dim(U) =2. Por outro lado, os elementos de W pertencem ao plano
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contido em R*, de equagido 3x +2y + z = 0; seus pontos (ou vetores) sdo da

forma: (x, ¥,—3x—2 y) e, portanto, pode-se escrever:
(x,,-3x=2y)=x(1,0,-3)+ y(0,1,-2);

assim, o conjunto B, = {(1,0,—3),(0, 1 —2)} ¢ uma base de W, de onde se
conclui que dim(W) =2.

Com o objetivo de se determinar uma base para U + W, obtém-se, primei-
ramente, um sistema de geradores, fazendo a unido das bases de Ue W:
$=By, UB,, ={(2,1,0),(-1,0,1),(1,0,-3),(0,1,-2)}.

Determinam-se, agora, através do processo pratico de obtengao de base,
quais sdo os vetores LI desse sistema de geradores. Os vetores do conjunto
de geradores podem ser colocados em qualquer linha da matriz, sem que
haja uma ordem obrigatéria. Como o objetivo é escalonar a matriz por li-
nha, escolhe-se, para a primeira linha, o vetor cuja primeira componente é
1, por facilidade; na segunda linha, optou-se por colocar um vetor cuja

primeira coordenada ja é nula. Tem-se, entao:

1 0 -3 1 0 -3 1 0 -3
0 1 2| 4y, 0 1 =20 . 0 1 -2
-1 0 1 0 0 -2 0 0 -2
2 1 0 0 1 6 0 0 8

1 0 -3

0 1 -2

4L;+L,
0 0 -2
0 0 0

Ha, portanto, trés vetores LI em S e, portanto, a base de U + W é:

By ={(1,0,-3),(0,1,-2),(0,0,-2)} 5

assim, dim(U + W) =3.

Uma vez que dim(U + W) =3, dim(ﬁi3 ) =3eU+WcC R, segue-se que
U+W=R"

Isso significa que o subespago determinado pela soma de U e W coincide

com o espago R°.
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Obter-se-ao, agora, informagdes para o espago U MW . Sabe-se que:
dim(U + W) =dim(U)+dim(W ) —dim(U "W );

entao:

3=2+2-dim(UNW), ouseja, dim(U "W )=1.

Portanto, a base de U "W deve conter apenas um vetor, o qual deve ser
comum a Uea W. Isso significa que um vetor (x, y,z) de UNnW deve ser

escrito como combinacéo linear dos vetores da base de U e como combi-

nacdo linear dos elementos da base de W, isto é:
(x,y,2)=a(2,1,0)+b(-1,0,1)

e

(x,.2)=a(1,0,-3)+ B(0,1,-2).

Igualando as expressoes de (x, y,z) , vem:
a(2,1,0)+b(-1,0,1)=a(1,0,-3)+ 5(0,1,-2),
isto é,

(2a—b,a,b)=(a. B,-3a -2),

de onde se segue que:

2a-b=a
a=p .
b=-3a-2p0

Substituindo-se a 12 e a 22 equagdes na 32, obtém-se:
b=-3(2a-b)-2a=b=4a

Considerando-se a expressao:
(x,7,2)=a(2,1,0)+b(-1,0,1)

e substituindo-se b =4a, obtém-se:
(x,9,2)=a(2,1,0)+4a(-1,0,1)=(-2a,a,4a) = a(-2,1,4);
por outro lado, considerando-se a expressdo:
(x,.2)=a(1,0,-3)+ B(0,1,-2)

e substituindo-se @ =2a—4a=-2a ¢ [ =a, obtém-se:

(x,y,2)=-2a(1,0,-3)+a(0,1,—2) =(-2a,a,4a) =a(-2,1,4),
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que é a mesma expressao obtida anteriormente. Conclui-se, assim que os
elementos de U "W sdo gerados pelo vetor (—2,1,4), isto ¢, o conjunto
By ={(-2,1,4)} ébasede UnW .

Para que o espago R’ seja soma direta de U e W, devem ser satisfeitas as

condicoes:
a) U+W=%R>
b) Unw ={(0,0,0)}.

A condigdo (a) se verifica, pois, sendo dim(U + W) =3e dim(ﬂﬁ) =3e
U+W c R, segue-se que U+ W =R">.

A condicdo (b) ndo é satisfeita, pois, se UNW = {(0,0,0)} , ter-se-ia
dim(U N W) =0, pois 0 espago que contém apenas o vetor nulo tem di-
mensao zero; entretanto, conforme se mostrou acima, dim (U ) W) =1,0
que acarreta que UNW # {(0,0,0)} . Conclui-se, assim, que espago R’

nao é soma diretade Ue W.

Também se pode concluir que UNW # {(0,0,0)} lembrando que a base
de UNnW ¢ By, = {(—2,1,4)} , 0 que significa que o subespaco U "W
é constituido pelos pontos que pertencem a reta de intersecdo dos planos
x—2y+z=0 e 3x+2y+2z=0. Sua equagdo, na forma simétrica, é:

X Z_Z

2 1 4
A Figura 4.1 mostra os planos e a reta de intersecdo entre eles.

Figura 4.1

Z
U+w=%’

unw

v
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4.4. COORDENADAS DE UM VETOR

Trabalhar-se-4, no que se segue, com bases ordenadas, que sdo aquelas em
que as posi¢oes dos vetores estdo fixadas. Assim, dada uma base qualquer
B= {vl,vz,- . -,vn} , ¥, sera sempre o primeiro vetor, v, sera o segundo, v, serd
o terceiro e, assim por diante, v, sera o tltimo.

Considerando-se um espago vetorial V sobre um corpo K e uma de suas
bases ordenadas B = {vl,vz,---,vn} , sabe-se que qualquer vetor veV se es-
creve, de maneira tinica, como combinac¢io linear dos vetores da base B, ou

seja, existem escalares a,,a,,--,a, € K tais que:

v=ay, +a,y,+--+av,. (4)

Definicdo: os escalares a,,a,, --,a, sio chamados de coordenadas do vetor v

em relacio a base B.

al
Notacao: [V]B = a:2

a

Exemplos:
1) Determinar as coordenadas do vetor v = (—1,5,—8) em relacdo as seguin-
tes bases:
a) base candnica do R’
b) B={(1,1,0),(2,01),(2,-1,1)}
a) A base candnicado R’ é C= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} . Para encontrar

as coordenadas do vetor v em relacdo a essa base, deve-se escrevé-lo

como combinagdo linear dos vetores da base, ou seja, escreve-se:
v=(-1,5-8)=a(1,0,0)+5(0,1,0)+¢(0,0,1) =(a,b,c),
de onde se segue que a=-1, b=5 e ¢ =-8. Assim, as coordenadas de
v na base candnica sio:

-1

vl=| 5

-8

163



164 | INTRODUGCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

b) Deve-se, agora, escrever v como combinagdo dos vetores da base B,
isto é:
v=(-1,5-8)=a(L,1,0)+b(2,0,1)+¢(2,-1,1)=(a+2b+2c,a—c,b+c),

de onde vem que:

a+2b+2c=-1
a—c=5
b+c=-8

A resolu¢do desse sistema linear conduz a seguinte solugdo: a=15,

b=-18 e c=10 e, portanto, as coordenadas de v na base B sio:

15

[v]E =|-18

10
Observacoes:

1) Observe-se que, quando se consideram bases diferentes de um espago

vetorial, as coordenadas de um mesmo vetor sdo diferentes (em geral).

2) O item (a) do exemplo anterior mostrou que as coordenadas do vetor
v = (—1, 5, —8), em relagio a base candnica do R”, sdo as proprias coor-
denadas do vetor. Esse resultado é sempre verdadeiro: considerado um
espacgo vetorial V qualquer, as coordenadas de um vetor qualquer de V,
em relacdo a base canodnica de V, coincidem com as proprias coorde-
nadas do vetor. A menos que se diga algo em contrério, considerar-se-ao
as coordenadas de um vetor dado sempre em relagdo a base candnica

do espago ao qual ele pertence.

2) Considere-se o espago vetorial real P, (9&’), com as operagdes usuais de
adigdo de polindmios e multiplicagdo por escalar e o polindmio
p(t) =2+4t+1t* deste espaco. Determinar suas coordenadas em relagio a
base B={-2,1-1,1+2t =3t}

E preciso lembrar que todo elemento de um espago vetorial é chamado de
“vetor”. Assim, deve-se escrever o vetor dado como combinagéo linear dos

vetores da base, isto é, escreve-se:
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p(t)=2+4t+1° =a(—2)+b(1—t)+c(1+2t—3t2),
ou seja,
2+4t+1 =(-2a+b+c)+(—b+2c)t +(-3c)t’.

Da igualdade de polindmios, vem:

—2a+b+c=2
-b+2c=4
—3c=1
de onde se segue que a= —% , b= —% e c= —%, Assim, as coordenadas

do vetor dado, em relac¢do a base B, sio:

7

2

[e(0)], = -5 |

1

3

4.5. EXERCICIOS PROPOSTOS
1) Seja Wz{a0 +at+agt’+a,t’ eP3(iR)/a0 =2a,-5a,ea, =a, —4a3}.
Determinar uma base para W e sua dimensao.

R: B={2+t+t%,~5-4t +°} s dim(W)=2

2) Determinar uma base e a dimensdo para W+U e W NU, onde:
W:{(x,y,z,t)ei}{4 /X—Z)/:O € Z:_3t}
e

U={(x,y,z,t)e‘)%4/2x—y+22—t=0}

R: By, ={(1,0,0,2),(0,1,0,-1),(0,0,1,2

|

S~—

,(0,0,0,1)} s dim(W +U) =4

wlz

,g,—3,1J};dim(WmU)=1
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b
3) Seja W= {[a d] eM, (ER) la=2bed= —c}. Determinar uma base para
c

W e sua dimensao. Estender a base de W para obter uma base de M, (‘R)

waeefo s o266 )

4) Seja S o espago das solugoes do sistema linear (L) Determinar uma base

para S e sua dimensao.

X+y+2z+2t=0
—3x+3y—z+t=0
(L): g

—2x+4y+z+3t=0
6y+5z+7t=0

R: B={(~7,-5,6,0),(~5,~7,0,6)} ; dim(S) =2
5) Mostre que o espago vetorial real R> é soma direta dos subespacos:

V={(x,y,z)eﬂ%3/x—2y+52=0} e W={(x,y,z)eﬂ%3/§=_l1=z}.



MATRIZ DE MUDANCA DE BASE

Conforme se estabeleceu no Capitulo 4, com exce¢do do espaco nulo
V= {0}, que ndo possui base, todos os demais espagos vetoriais possuem infi-
nitas bases. Uma vez que existem infinitas bases, capazes de gerar o mesmo
espago vetorial, pode-se pensar que elas tenham algo em comum. Cabe, assim,
o seguinte questionamento: como relacionar os vetores de uma base B com os
vetores de uma base C?

Ainda no Capitulo 4, viu-se que é possivel determinar as coordenadas de
um dado vetor em diferentes bases e que, embora essas coordenadas sejam

expressas de formas diferentes, elas representam o mesmo vetor. Se, por exem-

plo, [V:|B sao as coordenadas de um vetor v em relagao a base B e [v]c sao as

coordenadas de v em relagao a base C, pergunta-se: é possivel, a partir de [v]B,

obter [v]c e vice-versa? Ver-se-a, neste capitulo, que isso é possivel; ressal-

ta-se, ainda, que, em muitas aplica¢des praticas, é necessario passar de um
sistema de coordenadas para outro, o que é feito através de uma matriz de

mudanga de coordenadas.

Exemplo: Considerem-se o espaco vetorial real R* e o vetor v = (6,2). A repre-

sentacio de v em relacio a base canodnica C= { i= (1,0),]' = (0,1)} é

V= 6(1,0) + 2(0,1) e, portanto, suas coordenadas em relagdo a base candnica C
6

sdo [v]c = (2} Considere-se, agora, a base B= {f1 = (1,—1),f2 = (1,1)}; para

determinar as coordenadas do vetor v em relacdo a essa base, escreve-se v

como combinagéo linear dos vetores de B:
(6:2)=a(1,-1)+b((1,1)=(a+b,—a+b),

de onde se segue que:
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6=a+b
2=—a+b

e, portanto, a=2 e b=4. Logo, as coordenadas de v em relagao a base B sao
2
|:v:|B - 4

E possivel interpretar geometricamente esses resultados. Quando se consi-
dera o espago R* com a base candnica, a representagio geométrica desse espa-
¢o é o sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, usualmente designado
por plano Oxy. O eixo horizontal Ox tem a direcdo do vetor i = (1,0) e o eixo
vertical Oy tem a diregdo do vetor j = (0,1). Na Figura 5.1, vé-se a representa-

¢do geométrica dos vetores da base C e do vetor .

Figura 5.1

Considerar uma nova base B significa considerar um novo sistema de
coordenadas, que sera indicado por Ox'y’, cujos eixos tém a dire¢ao dos veto-
res f, = (1,—1) e f,= (1,1), respectivamente. Representando-se, geometrica-
mente, esses NOvos eixos no mesmo sistema de coordenadas Oxy, vé-se que o
sistema Ox'y" estd rotacionado, em relagio ao sistema Oxy. Entretanto, é claro
que, independentemente do sistema considerado (ou seja, independentemente

da base considerada), a representacdo geométrica de v é a mesma.
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Considerando-se a expressdo do vetor v, escrito como combinagao linear
dos vetores da base C, ou seja, v= 6(1,0) + 2(0,1), vé-se que o segundo mem-

bro pode ser expresso, equivalentemente, como um produto de matrizes:

athly

Observe-se que os vetores da base C constituem as colunas da matriz

1
( . ; chamando de C essa matriz, ou seja, escrevendo a base na forma ma-

tricial C = (0 J, escreve-se, simbolicamente:

y=C [v] -
Considerando-se, agora, a expressao do vetor v, escrito como combinacio

linear dos vetores da base B, ou seja, v = 2(1,—1) + 4(1,1), vé-se que o segundo

membro pode ser expresso, equivalentemente, como um produto de matrizes:

1 1)2
v= .
-1 1){4
Observe-se que os vetores da base B constituem as colunas da matriz

1
[ ) ; chamando de B essa matriz, ou seja, escrevendo a base na forma ma-

1 1
tricial B= [ J, escreve-se, simbolicamente:

Y= B[v]B .
Conforme se viu, o vetor v tem coordenadas diferentes, quando se consi-

deram bases diferentes do R esse fato leva as questdes: como obter [v:lB =4

a partir de [v]c =EJ e como obter [v]c =[2] a partir [v]B =(i]? Essas

questdes sdo equivalentes a seguinte questdo: qual é a relagdo entre as bases

11 1 0
B= eC= 4
e )

169
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Uma vez que tanto B quanto C geram o R’ pois sio bases, espera-se que
haja uma relagdo entre elas. De fato, pode-se verificar que as matrizes B e C sdo
equivalentes, isto é, pode-se obter uma delas a partir da outra, utilizando-se as
operagdes elementares com as filas (linhas ou colunas) de uma delas, como se

mostra a seguir:

10 ~L,+L, 10 L,+2L, 11 _
0 1 -1 1 -1 1
Mostra-se, agora, como mudar de uma base para outra, matricialmente.
Considerem-se um espaco vetorial V sobre um corpo K e duas de suas
bases: B = {vl,vz,-u,vn} eC ={u1,u2,~--,un}. Uma vez que B gera o espago V,
cada um dos vetores da base C pode ser escrito como combinagao linear dos

vetores da base B. Entao, existem escalares a i € K, tais que:
u,=a,v,+a,v,+--+a,v,
U =apV +ayv, +ota,y,
u,=a,v,+a,v,+--+a,v,

A matriz P, de ordem n, constituida dos escalares a; isto é:

ay G4y o 4y,
b a.21 a'22 a.Zn
anl anZ ann

¢é chamada de matriz mudanca da base B para a base C.
Notacao: P =[M]§.
Observacoes:

1) As colunas da matriz P sdo constituidas das coordenadas de cada vetor

u; (1 <i< n) da base C em relagao a base B, ou seja:

an ap a,

|9 | P2 | | Aoy
|:u1:|3 - P |:u2:|3 - P ’I:unla I

anl an2 ann



2)

3)

4)

5)
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A matriz de mudanga de base é sempre uma matriz quadrada, pois as bases
Be Ctém a mesma quantidade de vetores. Além disso, como cada vetor da
base C se escreve de maneira tinica como combinacéo linear dos vetores da
base B e essas coordenadas formam um conjunto de vetores LI, o determi-

nante da matriz P é diferente de zero e, portanto, ela é inversivel.

A notacido P =[M Ji indica a matriz de mudanca da base B para a base C;

entretanto, ressalta-se que os vetores da base C é que sdo escritos como

combinacio linear dos vetores da base B.

Escrevendo-se a matriz dos coeficientes do sistema linear S, isto é:

ay 4y an
ap 4y n2

: : ’
aln aZn ann

vé-se que a matriz de mudanca de base é a sua transposta.

E claro que se pode considerar também a matriz de mudanca da base C
para a base B. Para isso, basta escrever cada vetor da base B como combi-
nacao linear dos vetores da base C e considerar a matriz cujas colunas sao

constituidas pelas coordenadas dos vetores da base B em relagdo a base C.

. . C
Nesse caso, obter-se-ia a matriz Q =[M ]B.

Exemplo: Sejam Bz{v1 =(1,1),v2 =(1,0)} e Cz{u1 =(1,2),u2=(—4,—3)}

duas bases do espaco vetorial real R”>.

a)

Determinar a matriz P de mudanga da base B para a base C.

b) Determinar a matriz Q de mudanca da base C para a base B.

c)

Que conclusdes se obtém a partir dos produtos PQ e QP ?

. B
a) Para determinar P=[M]C, escrevem-se os vetores da base C como

combinacio linear dos vetores da base B, isto é:

(1,2)=a(L1)+b(1,0)=(1,2)=(a+b,a),

171
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de onde se segue que:

a+b=1

a=2
ouseja, a=2 eb=-1.Logo, o vetor u, =(1,2) da base C se escreve:
(1,2)=2(1,1)-(1,0),

isto é, suas coordenadas em relacio a base B sdo:

()

Considerando-se, agora, o vetor u, = (—4, —3), tem-se:
(—4,-3)=c(1,1)+d(1,0)=(—4,-3) =(c+d.c).

Entao:

c+d=—-4
c=-3 ’

de onde se obtém: ¢ =—-3 e d =—-1. Logo, o vetor u, = (—4,—3) da base

C se escreve:

(-4,-3)=-3(1,1)-(1,0),

ou seja, suas coordenadas em relagao a base B sdo:

-3
I:uz :|B = (_1}
O sistema linear S, é entao:
u, =2v,—v
S . 1 1 2
u,=-3v,-v,
e, portanto, a matriz dos coeficientes é:
2 -1
-3 -1/

A matriz P é a transposta dessa matriz; suas colunas sdo formadas pelas

coordenadas de u, e u, em relagao a base B:
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B 2 -3
P=M| = .
[ :|C [_1 _1J
b) Quer-se, agora, determinar a matriz Qz[M];. Para isso, escre-

vem-se os vetores da base B como combinacio linear dos vetores da

base C. Tem-se:
(L1)=a(1,2)+b(-4,-3)=(1,1)=(a—4b,2a-3b),

de onde vem que:
a—-4b=1
2a-3b=1

1
entdo: a=— e b= o Logo, o vetor v, =(1,1) da base B se escreve:

|~

(11) =é(1,2)—%(—4,—3),

isto é, suas coordenadas em relag¢do a base C sio:

[V1:|c - B

g~ ui|

Por outro lado, tem-se:
(1,0)=c(1,2)+d(-4,-3)=(1,0)=(c—4d,2c - 3d),
ou seja, tem-se o sistema linear:
c—4d=1
2c-3d=0
, 3 2
de onde se obtém: ¢ = —g ed= —E. Logo, o vetor v, = (1,0) da base B

S€ escreve:
3 2
(10)=-2(12)-2(-4.3),

ou seja, suas coordenadas em relagao a base B sdo:
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|:V2:|C - g :

O sistema linear S, ¢é entdo:

v —1u 1u
1 %M1 T2
S- 5 5
3 2
sz—gul—guz

A matriz Q é a transposta dessa matriz; suas colunas sdo formadas pelas

coordenadas de v, e v, em relagdo a base C:

1
Q=[M],=| T S}
5 s

1 3
2 =3 = & 1 0
PQ= > 5|2
-1 -1 _l _% 0 1
5 5
(S
1 3
c sl 2 -3 1 0
Qp=| > ° -
_l _% -1 -1 0 1
5 5
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Conclui-se, assim, que as matrizes P e Q sdo inversas entre si, ou seja,

(T =([ME) e [MT =((mT)

-1

Teorema: Sejam: V um espago vetorial de dimenséao n; B e C duas bases de V;

P a matriz de mudanca da base B para C. Entao:

a) C=P'B

-1
b) B=(P') C
Demonstracao:

a) Hipéteses: Bz{vl,vz,---,vn} e Cz{ul,uz,---,un} sdo bases do espaco ve-

torial V; P é a matriz de mudanca da base B para a base C
Tese: C=P'B

Escrevendo-se os vetores da base C como combinagio linear dos vetores

da base B, obtém-se o sistema linear:

u =a,v,ta,v,+..+a,v,

U =a,V,+ay,v, +..+a,v,
u,=a,v,+a,v,+..+a,v,

Portanto, por defini¢do, a matriz de mudanca da base B para a base C é:

OTEP) A,
p— a, A4y Ao
anl anz ann

ul 11 a21 nl Vl
“2 _ a12 a22 anz Vz
un aln a2n ann 1}n

175



176 | INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

b)

Vé-se, assim, que a matriz dos coeficientes do sistema é a transposta de P.

Se as bases B e C forem escritas na forma de matrizes-colunas, isto é,

1/1 ul

v u

2 2
B=| “|eC=| 7|

Vn ui’l

conclui-se que C=P'B.

Hipéteses: Bz{vl,vz,---,vn} e Cz{ul,uz,---,un} sdo bases do espaco ve-

torial V; P é a matriz de mudanga da base B para a base C.
-1
Tese: B=(Pt) C
De (a), tem-se que C = P'B; sendo a matriz P inversivel, pode-se determi-

t
nar P~ e sua transposta (Pf1 ) . Uma vez que, por propriedade de matrizes,

tem-se que (P_1 )t = (P‘ )71, pode-se escrever:

ou seja,
-1
(P') c=1d,B,
onde Id, ¢é a matriz identidade de ordem . Logo, vem:

B=(P') C.

. : 2
Exemplo: Considerando-se, novamente, o espaco vetorial real R, com as bases

B=

{Vl :(1,1),1/2 =(1,0)} e Cz{u1 =(1,2),u2 =(—4,—3)},pode—se verificar os

resultados apresentados no teorema anterior.

a)

Do desenvolvimento feito anteriormente, tem-se a matriz de mudanca da

base B para a base C:

2 -3
P= ;
-1 -1



b)

Matriz de Mudancga de Base
sua transposta é:

oo 2 -1
=3 1)

Escreve-se a matriz B da seguinte maneira: na 1? linha, colocam-se as co-
ordenadas do vetor v, e, na 22 linha, as coordenadas do vetor v,. Efetuan-

do-se o produto P'B, vem:

£ S N

Observa-se que a 12 linha de C contém as coordenadas do vetor u, ea 2,

. t
as coordenadas do vetor u, . Mostrou-se, assim, que C =P’B.

Para mostrar que B = (Pt )_1 C, calcula-se a matriz inversa de P":
2—1ab_10 2a—c 2b—d_10
3 —1)le d)7 o 1)7 =3a—c —3b-d)" |0 17
2a—c=1 2b—d=0
1 3a-c=0 < |-3b-d=1

Resolvendo os sistemas lineares, obtém-se a solucéo:

1
a==
5
—
¥
3
c=-=
5
d=-2
5

-1
Efetuando-se, agora, o produto (Pt) C, vem:
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1
-1 P 1 2 11
(P') c=| 2 2 = — B,
i 214 -3 10
5
o que mostra o resultado do teorema.

Teorema: Sejam: V' um espago vetorial e B, Ce D, trés de suas bases. Se P = [M Ji
¢ a matriz de mudancga da base B para Ce Q =[M ]CD ¢ a matriz de mudanca da
base C para D, entdo a matriz R =[M ]‘;, de mudanga da base B para a base D, é
igual ao produto das matrizes P e Q, isto é, R=PQ =[M Ji [M ]g
Demonstracao:
Hipéteses: B, C e D sdo bases de um espago vetorial V; P =[M]i , Q =[M]CD e
R =[M ]f) sdo matrizes de mudanca de base
Tese: R=PQ

Pelo teorema anterior, tem-se:

C=P'B,D=Q'C e D=R'B.

Entao, vem:

D=Q'C=Q'P'B;

Por propriedade de matrizes transpostas, tem-se que:

D=(PQ)'B.

Como D =R'B, conclui-se que R=PQ, ou seja, a matriz de mudanga da
base B para a base D é:

R=PQ=[M]MT,

Teorema: Sejam: V um espago vetorial e B e C duas de suas bases. Se P = [M ]f:

¢ a matriz de mudanca da base B para C e w é um elemento qualquer de V,
entao:

0 [v],=P[v],
B [v].=P"[v],
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Demonstracao:
a) Hipoteses: B e Csdo bases de um espago vetorial V; P =[M ]ﬁ é a matriz de

mudanga da base B para a base C; w ¢ um elemento genérico de V'

Tese: [w]B = P[W]C

Sejam Bz{vl,vz,---,vn} e Cz{ul,uz,---,u } as bases consideradas. En-

n

tdo, os vetores da base C podem ser escritos como combinagao linear dos

vetores da base B, isto ¢, existem escalares a,; (1 <i,j< n), tais que:

u,=a; v, +6121V2 +---+an1vn

1/12 =avy +022V2 +---+an2vn

u,=a,v, +a2nv2 +---+amvn

Portanto, por defini¢do, a matriz de mudanga da base B para a base C é

Ay Gy 4y,
p=| T
anl anZ ann

Considerando-se um vetor w de V, este se escreve como combinacio linear

dos vetores das bases B e C:
w=ay, +a,v,++ayv, ew=Lu +pBu, ++pu,.

Assim, tém-se suas coordenadas em relagdo a cada uma das bases:

a, By
W), =| 2 | e[wl.=|
a, B,

Igualando-se as duas expressoes de w, vem:
w=ay, +a,v, ++a,v, =pu + pu,++fu,.

Substituindo-se, no segundo membro dessa equagao, as expressoes dos ve-

tores u, (1 <i< n) que constam do sistema S, obtém-se:
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ay, +a,v,++ay, =B (anvl +a,v, +~~~+an1vn)+ﬂ2(a12v1 +a,v, +~~+an2vn)+~~~+

+8, (amvl +a, v, ++a, v, ) >

b)

ou seja,
av, +ayv, o ta,y, = (/316111 +B,a,+ -+ Ba,, )1/1 +
+(ﬂ1a21 +pay + -+ Ba,, )Vz +"'+(ﬂ1an1 +5a,+ -+ pa,, )Vn

Uma vez que cada vetor se escreve de maneira tinica como combinagao

linear dos vetores de uma mesma base, segue-se que:

a,=pa, +pBa,++p,a,
a,=pa, +B,a, +-+f,a,,

b
an zﬂlan1+ﬂ2an2+.”+ﬂnann

a forma matricial desse sistema é:

a, a, A4y Ay B
Oy | |Gy Gy Gy, ﬂz
an anl anz ann an

Portanto, [w]B = P[w:lc.

Hipéteses: B e C sdo bases de um espago vetorial V; P =[M ]ﬁ é a matriz de

mudanga da base B para a base C; w ¢ um elemento genérico de V.

Tese: [w]c =p! [W:IB

Sabe-se que a matriz P é inversivel e, do item (a), tem-se que [w]E = P[w]c.
Entao, multiplicando-se ambos os membros dessa expressdo pela matriz

P!, obtém-se:
P wl =P Plw]. =P [w] =1d,[w] =[w],

Conclui-se, assim, que [w]c = Pil[w]B.
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Exemplos:

1) Sejam: P, (SR), o espago vetorial real dos polindmios de grau menor ou

2 2
iguala2;C= {2,2 + t}, uma base desse espaco; P = [O J a matriz mudan-

¢a da base B para a base C. Determinar a base B.

SendoP=| > 1t pt)" 0Sb B=[p']'c
endado = O 1 , [em-Sse que( ) = 1 1 abDe-Se que —|: j| .

N | —

A matriz C tem como linhas as coordenadas dos vetores da base que, nesse

caso, sdo os coeficientes dos polindmios que a compdem, isto é:

2 )

Entao:

1
- 0
2 0 1 0
-1 1
ou seja, os vetores da base B sdo: (1,0) e (0,1). Uma vez que as coordena-

das dos vetores sdo os coeficientes dos polindmios que compdem a base,

tem-se: B= {1, t}, que ¢ a base canonica de P, (ER)

Essa é a forma mais simples de obter a base B; poder-se-ia té-la encontrado
através da matriz de mudanca da base B para a base C, como segue. Para
isso, escreve-se cada vetor da base C como combinagio linear dos vetores

da base B. Tomando-se B como sendo B = {ao +a,t,b, + blt}, tem-se, entao:

2=2(ay+a,t)+0(b, +bit)
2+4t=2(a,+a;t)+1(b,+bt)

ou seja,

240t =2a,+2at
2+1t =(2a, +b,)+(2a, +b, )t
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2)

de onde se obtém os sistemas lineares

2=2a, 2=2a,+b,
e .
0=2a, 1=2a,+b,

Assim, tém-se as solugdes: a, =1, b, =0, a, =0 e b, =1, isto ¢, obtém-se

0s vetores (1,0) e (0,1). Portanto, a base B é: B= {1,t}.

Sejam: B:{(LZ),(—I,I)} uma base do espago vetorial real R* e

P= a matriz de mudanca da base B para uma base C. Determinar

WUl W

as coordenadas do vetor v = (2,3) em relacdo a base C.

Conforme resultado anterior, tem-se: [v]c = P_l[V]B. Assim, é preciso de-
terminar as coordenadas de v em relacdo a base B e a matriz inversa de P.
Escrevendo o vetor v como combinacio linear dos vetores de B, vem:
(2.3)=a(1,2)+b(-1,1)=(a—b,2a+b);

Entao:
2=a-b
3=2a+b’
5 1
de onde se obtém: a = 3 eb= 3 Assim, as coordenadas de v em relagdo

a base B sao:

5

_| 3
I:V:IB - 1!
3
Usando-se qualquer um dos métodos vistos anteriormente, calcula-se a

inversa da matriz P, obtendo-se:

poi_ 5 -2
-1 1)
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De modo analogo ao exemplo anterior, poder-se-ia determinar as coorde-
nadas de v em rela¢do a base C através da defini¢do da matriz de mudanca
da base de B para C.

Considerando-se a base C como sendo: C = {(a,b),(c,d)}, tem-se:

(w)
(cd)

de onde se obtém os vetores (0,1) e (—1,3). Assim, C={(O,1),(—1,3)}.

1 1
~(1.2)+=(-1,
3(1 )+3( 11)

%(1,2)4%(—1,1)

Determinam-se, agora, as coordenadas do vetor v =(2,3) em relagdo a
base C:

(2.3)=a(0,1)+ B(-1,3)=(-B.a+3p),

que leva ao sistema linear:

2=-p
3=a+3f

9
cuja solucdo é @ =9 e [ =-2. Portanto, tem-se: [v]c ={ 2}.

5.1. EXERCiCIOS PROPOSTOS

1) Sejam: B= {(1,0),(1,1)}, C= {(2,—1),(3,2)} e D trés bases do espago veto-

2 0
rial real R% Q =( . ?J a matriz de mudanca da base C para a base D.

Determinar a matriz de mudanca da base B para a base D e a base D.
s (5 3
R: I:M:|D - -4 6 > D:{(l’_4)’(9’6)}

2) Determinar a matriz de mudanga da base B= {—2,3 +t,—1+ 2t2} para a

base C={1+t,—2t+t2,3+t2}.

R: P=[M] =

[ R
|
N
S N

0 |—
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3)

4)

5)

-2 3
Sejam: B a base canonica do espago M, (9&’) e A =[ 5 3} um elemento

desse espago. Sabendo que a matriz de mudan¢a da B para a base C é

1 0 0 O
2 -1 0
P= o 1 1 , determinar as coordenadas de A em relacdo a
0 0 1 -1
base C e a base C.
-2
-7 1 2)(0 -1)(0 O0Y(O O
R:[A].=| _|5C= , ; ,
C 12 0 0 1 0 1 1)10 -1
4

Considerem-se, no R?, as bases B = {61,62,63} e C= {gl,gz,gS}, relacio-
nadas da seguinte forma:

g1 =¢ te;

g,=2e te, te,.

g,=e +2e,+e,

-2
Sabendo-se que [v]B =| 5| sdo as coordenadas do vetor v em relagdo a
-1
-3
base B, determinar [v] " R: [v] =1
3

Dadas as bases B={(1,2,-1),(3,4,2),(1,11)} e C={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)},

verificar que a matriz de mudanga da base B para a base C pode ser deter-

minada por P =[M}i = [CBil] g



TRANSFORMACAO LINEAR

6.1. INTRODUCAO

Muitos problemas de Matematica Aplicada envolvem o estudo de transfor-
magdes, ou seja, a maneira como certos dados de entrada sao transformados
em dados de saida.

Em geral, o estudante esta familiarizado com fungdes, tais como fung¢oes
reais de uma varidvel real, as quais tém por dominio e contradominio o con-
junto R dos nimeros reais (ou subconjuntos de R), como, por exemplo, a

fungao findicada a seguir:

R > N
X = f(x):x3'

Essa fungéo transforma um nimero real x qualquer em outro nimero real,

. , 3
no caso, seu cubo, isto é, x”.

Estudam-se, ainda, fun¢des com outros dominios e contradominios, como,

por exemplo:

f:ACR® > R
(%,7) b f(xy)=yx’+y’ '

Neste capitulo, serao estudadas fungdes cujos conjuntos dominio e contra-
dominio sao espagos vetoriais. Como os elementos de um espago vetorial sao

chamados, de modo geral, de vetores, essas fun¢des associardo vetores do con-

junto dominio com vetores do conjunto contradominio.

Definicdao: Dados dois espagos vetoriais Ve W, sendo V # ¢, uma fun¢ao ou
transformagdo T de V para W é uma lei que associa a todo vetor x de V um

unico vetor em W, denotado por T(x).

O vetor T(x) de W é chamado imagem de x € V' pela transformagéo T.
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. .. . 2
Exemplo: Considerando-se os espagos vetoriais reais V=R e W=R" e a

transformagdo definida por:
T:R° > W
(x,y,z) = T(x,y,z) = (x +y,y —z)’
vé-se que T'leva o vetor (0,1,—1) e R’ no vetor:

T(0,,-1)=(0+1L1-(-1))=(1,2) e R*.

6.2. TRANSFORMAGCAO LINEAR

Definicdo: Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma fun-

¢do T:V —> W ¢éuma transformacdo linear se:
a) T(v1 +V2)=T(V1)+T(V2) , Vv, v, eV

b) T(av)zaT(v), VveV,VaekK

Observacoes:
1) Na transformagéo linear T:V — W, V é chamado espago de saidae W é

chamado espago de chegada da transformagao.

2) Atransformagao linear T:V — W é também chamada de aplica¢ao linear;
ela preserva a adi¢ao de vetores e a multiplicagdo de um vetor por um

escalar.

3) Atransformagaolinear T:V — V (isto é, W =V ) é chamada de operador

linear.

Exemplos:

1) Considere-se a aplicagdo definida por:
T:R*—> R°
(x.3) P T(xy)=(=xy)

T é uma transformacao linear (ou operador linear), como se mostrara

a seguir.
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a) sejam v, =(x,,y,) e v, =(x,,y,) dois vetores do R’; tem-se:

T(vl+v2)=T|:(x1,y1)+(x2,y2)]=T[(x1+x2,y1+y2)]=

(_(x1 +x2)’yl +y2)=(—x1 XY +yz)=(—xl,y1)+(—x2,y2)=T(v1)+T(v2)
b) considerando-se um vetor v = (x, y) € R? e um numero real «, tem-se:

T(av) = T[a(x,y)] = T(ax,ay) = (—ax,ay) = a(—x,y) = aT(x,y) = aT(v)

Figura 6.1
y/
________ _4._ S
I |
| I
| 3T I
| I
| I
| T(v) 21 % I
I I
| I
I T I
I I
} + }
3 2 -1 0 1 2 3 X

E possivel visualizar geometricamente a a¢ao da transformagao linear T

no plano de coordenadas cartesianas ortogonais, que representa geo-
. . 2 .

metricamente o espaco vetorial real R°. Considerando-se, por exem-

plo, o vetor v = (3,4), que € o vetor-posicao do ponto (3,4), tem-se:
T(v)=T(3,4)=(-3,4).

Vé-se, na Figura 6.1, que a transformac¢do promove uma rotagio do

vetor em torno do eixo Oy.

2) SejaT: R* > R?, definida por T(x,y,z) = (x+ z,2y —Z). Mostrar que T é
uma transformacgao linear.

Mostrar-se-a que sdo satisfeitas as condi¢cdes da definicao.

a) Sejam v, =(x,7,,2,) e v, =(x,,¥,,2,) dois vetores do R°. Entdo:
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3)

4)

5)

ﬂ

(Vl +V2):T[((xl’yl’zl)+(x2’y2’zz))]:T(‘xl TXp Y1t V»2 +Z2):
:((x1 +x2)+(z1+zz),2(y1+y2)—(z1+z2)):
=(x1+x2+zl +z2,2y1+2y2—zl—22)=

+z.,2y, —z1)+(x2 +2z,,2y,—2,)=

=T(x,,9,2,)+T(x,:,.2,)=T(v,)+T(v,)

b) Sejam v=(x,y,z)eﬂ%3 e a €R. Tem-se:
T(av)zT[a(x,y,z)]=T(ax,ay,az)=(ax+az,2ay—az)
=a(x+z,2y—z)=aT(x,y,z)=aT(v).

Sejam 0:V — W a aplica¢do nula, definida por 0(v)=0 , VveV, e

Id:V — V aaplicagdo identidade, definida por Id(v) =y, VveV.O lei-

tor podera verificar que essas transformagdes sio lineares.

Seja T: R’ — N, definida por T(x,y) = (x,y,2) . Mostrar que T nao é

uma transformacao linear.

Deve-se mostrar que pelo menos uma das condi¢oes da definicdo nao

¢ satisfeita. Tem-se:
a) Sejam v, =(x1,y1) ev, =(x2,y2) dois vetores do > . Tem-se:
T(Vl +v2)=T|:(xl,y1)+(x2,y2):| :T(xl TX5 ) +)’2):
=(x1 +Xx,, ¥, +y2,2)=(x1,y1,2)+(x2,y2,0)¢T(V1)+T(v2)
Conclui-se, assim, que T ndo é transformagao linear.

As seguintes transformagdes apresentam uma visdo geométrica:

a) Expansao:

T:R*>—> R° q -
,sendo @ eR.
(x,y) |—>T(x,y)=a(x,y)
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Na Figura 6.2, mostram-se, para exemplificar, o vetor v=(1,2) eo
vetor T(v) =2v, ou seja, T(v) = T(1,2) = 2(1,2) = (2,4), onde se consi-
derou a =2.

b) Reflexdo em torno do eixo Ox:
T:R> > R’
(x.3) P T(xy)=(x-y)
Considerando-se, por exemplo, o vetor v= (2,—3) , tem-se que
T(v) = T(2, —3) = (2,3) . Esses vetores sao mostrados na Figura 6.3.

Figura 6.2
y
4 — = — = — = = — = — =
1
:
3 (V) :
:
1
2 - |
T :
| :
0 1 2 3 x
Figura 6.3
y
3. _________
I
I
24 I
I
(v) !
:
I
I
0 1 12 X
I
1+ :
v I
I
-27 1
I
I
B s e e
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¢) Reflexdo na origem:
T:R*—> R?
(%) P T(xy)=(=x-y)
A imagem do vetor v= (2,3) por essa transformacio T ¢
T(v) = T(2,3) = (—2, —3) , conforme se vé na Figura 6.4.
d) Rotagdo de um angulo € no sentido anti-horario:
T:R>—> R’
(x,y) = T(x,y) = (xcos@ — ysend, y cos 6 + xsen@)'

Tomando-se, novamente, o vetor v=(2,3) e considerando-se um

angulo de rotagao 0 = 60°, tem-se:

T(x,y)=(2cos(600)—3sen(60°),3cos(60°)+2$en(600)), ou seja,

343 3
tem-se o vetor T(2,3) = {1 —T\/_,E+ 3] , mostrado na Figura 6.5.

Figura 6.4

-2,
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Figura 6.5

N = e e

e) Reflexao em torno dareta y=x:
T:R> > R
(x7) P T(xy)=(px)
Considerando-se, agora, o vetor v = (3, 1) , obter-se-4, pela transforma-

¢ao T, o vetor T(v) = (1,3), os quais sdo simétricos em relagdo a reta

y =x , como mostra a Figura 6.6.

6) Sejam: M, (SR) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem n
sobre o corpo R e Be M, (9{) uma matriz fixa. Verificar se é linear a

transformagéo

T:M,(R)—> M,(R)
A HT(A)=AB-BA

Verificar-se-4 se sdo satisfeitas as condi¢des da definiao.

a) Sejam A e C duas matrizes de M, (R). Tem-se:
T(A)=AB-BA e T(C)=CB-BC;
entdo:
T(A+C)=(A+C)B-B(A+C)=AB+CB-BA-BC=
=(AB-BA)+(CB-BC)=T(A)+T(C)

b) Sejam Ae M, (R) e o eR. Tem-se:
T(aA)=(aA)B—B(aA)=a(AB)—a(BA)=a(AB—BA)=aT(A)
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Conclui-se, de (a) e (b), que T é uma transformacao linear.

Figura 6.6

R SN VG
W = = = = =

7) Considere-se a aplicagao T': P, (‘R) - M, (SR) , definida por:
a,+a, a

2
a, a,—a,

Mostrar que T é uma transformacéo linear.

T(a0 +a1t+a2t2)=[

Deve-se mostrar que sdo satisfeitas as condi¢oes da definigéo.

a) Sejam pl(t)za0 +tat+a,t’ e p, (t)zbo +bt+b,t” dois elementos

de P, (‘.R).Entéo:
T(p,(t)+p,(t)) =T(a0 +at+a,t’+b, +b1t+b2t2)=

=T[(a0+bo)+(a1 +b,)t+(a, +b2)t2]=

B a,+a,+b,+b, a,+b, B
a,+b, a +b—a,-b,

_ a,+a, a, . b, +b, b, _
a a,—a, b, b -b,

=T(pi(1))+T(p.(t))
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Assim, T (p, (£)+p,(t))=T(p, (£))+ T(p, (1))
b) Sejam p(t)zao +a,t+a,t” um elemento de P, (ER) e a €R. Tem-se:

aa,+aa, aazJ

T(“P(f)) =T(aa0 +aat +0{a2t2):(

aa aa, —aa

1 1 2

a,—a,

:a(aOJral aszaT(p(t)).

De (a) e (b), conclui-se que T é uma transformagcao linear.

Teorema: Sejam V e W dois espagos vetoriais reais e B = {vl,vz,---,vn} uma
base ordenada de V. Dados w ,w,, --,w, elementos arbitrarios de W, existe
uma unica transformacéo linear T:V — W tal que T(vl) =W, T(vz) =W,
vy T (vn) =w

n

Demonstracao:
Hipéteses: Bz{vl,vz,--~,vn} ¢ base de V; w,w,,--,w, sdo elementos

arbitrarios de W

Tese: existe uma tnica transformacdo linear T:V — W tal que T(v,)=w,
T(vz)zwz, s T(vn)zw

n

(i) Existéncia
Seja v e V . Entao, existem nimeros reais ,,a,, -, tais que:
v=ay, ta,y,+tay,.
Define-se a seguinte transformagao:

T:V—> W

v 5>T(v)=aw +a,w,++a,w,
Observe-se que T estd bem definida, pois a,,a,, :-,«, sdo tnicos. Além
disso, tem-se:
T(v)zT(ozlv1 +a,v, +---+anvn)=alT(Vl)+a2T(v2)+---+anT(vn);

1

conclui-se, assim, que, para i =1,2,---,n, tem-se T(VA) =w,.

193
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(ii) Unicidade
Suponha-se que existe uma transformagdo linear T':V —> W tal que

T'(v,)=w,, para i=1,2,---,n. Entdo, vem:
T'(v)=T'(ay, +ay,++ay,)=a T (v))+a,T (v,)++a,T'(v,)=
=aw, +a,w,++a,w,=T(v),

de onde se segue que T'=T.

Observacdo: com este teorema, pode-se afirmar que as transformagoes lineares
sdo determinadas conhecendo-se apenas seu valor nos elementos de uma base

de seu espaco de saida.

6.3. PROPRIEDADES DAS TRANSFORMAGCOES LINEARES

Para toda transformacao linear T:V — W, sdo validas as seguintes

propriedades:

(P) T(0)=0

De fato, tem-se:
T(0)=T(0-v)=0-T(v)=0, VveV.
() T(=v)=-T(v), VveV

De fato, tem-se:

(o) =T (=19)= 1T (5) =T (1)

(P

3

) T(v1 —vz)zT(vl)—T(vz) , Vv,v, eV

Com efeito, tem-se:

T(v1 —1/2)=T(v1 +(—v2))=T(v1)+T(—v2)=T(v1)—T(v2)

(P4) T{Zn:“ivi}:iaﬁ(n), Vv, eV,Va,eK;i=12,n.
i=1 i=1
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De fato, tem-se:
T{Zn:aivi}zT(alvl vay, bt o) =T(a, )+ T(apw, )+ + T(ayw,) =
i=1

ZalT(Vl)"'azT(V2)+"'+a”T(Vn)zgaiT(Vi)

(PS) Se Uc V' como subespago vetorial, entdo T(U) c W como subes-

pago vetorial.

Sugere-se demonstrar a afirmacao.

Observacoes:

1) Da 12 propriedade, decorre que, se uma transformacéo T é tal que T(O) =0,
entdo T ndo é linear. Ressalte-se, no entanto, que a condi¢do de que

T(O) =0 ndo ¢ suficiente para que T seja linear.

2) A 4* propriedade mostra que a transformacédo linear preserva combina-
¢oOes lineares. Diz-se, entdo, que a transformacao linear satisfaz o principio

de superposic¢ao.

Exemplo: Considere-se uma transformagio linear T:R’— P, (SR) satis-
fazendo as seguintes condigoes: T(l,l,l) =2-3¢t, T(I,I,O) =1+t—t* e
T(1,0,0)=t+2t> Determinar a expressio de T.

De acordo com os espagos de saida e de chegada de T, esta transforma
vetores do R’ em polindmios de grau menor ou igual a 2, com coeficientes
reais. Para que seja possivel construir a expressao de T aplicada em um vetor
(x, y,z) e R é preciso conhecé-la aplicada nos vetores de uma base do seu

’ 3
espaco de saida, no caso, o R".

E possivel mostrar que o conjunto B = {(1, 1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é uma base
deste espago e, portanto, sao conhecidas as imagens desses vetores, pela trans-

formacgéo T.

. 3 ’ . ~ .
Tomando um vetor genérico (x, y,z) € R, este é uma combinacio linear

dos vetores da base B e, portanto, pode-se escrever:

(x,y,2)=a(1,1,1)+b(1,1,0)+¢(1,0,0),

195



196 | INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR
ou seja,
(x,y,z) =(a +b+c,a +b,a),
de onde se segue que

x=a+b+c
y=a+b

Z=a

e, portanto,

Logo, pode-se escrever:
(%, 9,2)=2(LL1)+(y—2)(1L,1,0)+(x—y)(1,0,0).

Aplicando-se a transformagao em ambos os lados desta igualdade, vem:
T(x,y,2)=T(2(1L11)+(y—2)(1,1,0)+(x - ¥)(1,0,0)).

Pela propriedade (P, ), tem-se:
T(x,y,2)=2T(LL1)+(y—2)T(L,10)+(x—y)T(1,0,0) =
=z(2—3t)+(y—z)(l+t—t2)+(x—y)(t+2t2)
=(y+z)+(x—4z)t+(2x-3y+2z)t’.

Assim, para qualquer vetor (x,y,z)eR’, tem-se que

T(x,y,z)=(y+z)+(x—4z)t+(2x—3y+z)t2,

que ¢ a expressdo procurada da transformagéo T.
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6.4. NUCLEO E IMAGEM

Definicdo: O conjunto imagem de uma transformagao linear T:V > W é o

conjunto:
Im(T)z{weW;ElveV/T(v)zw}.

Assim, a imagem de T ¢ constituida dos vetores de W que sdo imagem de
pelo menos um vetor de V, através da aplicacdo T. E claro que, de maneira

geral, tem-se que Im(T) < W ; pode ocorrer, entretanto, que Im(T) =W.

Definicao: O nucleo de uma transformagao linear T:V — W ¢é o conjunto:

Ker(T)z{v eV/ T(v) =0}.

Observacoes:

1) A notagdo Ker(T) para nucleo de T deve-se a palavra inglesa kernel, que

significa niicleo.
2) Onucleo de T é um subconjunto de V, isto &, Ker(T) cV.

3) Também se pode fazer referéncia ao nucleo de T como nulidade de T, com
a nota¢ao Nul(T) .

4) Quando se consideram func¢des da forma:
f:AcR—> BcCR

x > y=f (x)

ou seja, fungdes reais de uma variavel real, o conjunto dos elementos de A
tais que f (x) =0 ¢ o conjunto dos zeros da fungio f, ou seja, das raizes
reais da equagao f (x) =0. Esses sdo os valores da variavel x que anulam a
func¢ao f, de onde se origina a expressao nulidade da fungdo. No caso de
transformagdes lineares, nao se utiliza a expressao zero da transformagdo

para um vetor v tal que T (v) =0. Diz-se, apenas, que v pertence ao nucleo

de T e, portanto, é levado por ela ao vetor nulo do espago de chegada.

A Figura 6.7 mostra a representacao grafica de uma transformagéo linear
T:V — W, com os conjuntos Ker(T) cV,no qual se mostra um vetor u
tal que T(u) =0,¢e Im(T) c W, no qual se mostram os vetores w, imagem

de um vetor v € V, e o vetor nulo 0, imagem do vetor ueV.

197
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Figura 6.7

T
/\

Exemplos:
1) Considere-se a transformagéo linear T, definida por:
T: R > R’
(x,y) = T(x,y) :(Zx —9,2x —y,O) '
Determinar os conjuntos Ker(T) cR’e Im(T) cR’.

Para que um vetor v=(x, y) pertenca ao nucleo de T, é preciso que

T(v)=0, ou seja, deve-se ter: T(x, y)=(0,0,0). Assim, vem:
(2x—y,2x—y,0)=(0,0,0),

de onde se segue que y =2x. Portanto, o ntcleo de T ¢ o conjunto:
Ker(T)={(x,y) e R* /1y =2x],

isto ¢, sdo os pares ordenados (x, y) € R* que pertencem a reta de equagio
y=2x.

O conjunto imagem de T é:

Im(T)={weR’;3veR*/T(v)=wl,

ou seja, sdo as ternas (x, y,z) € R* do tipo (2x — y,2x — y,0).

Um sistema de geradores para o conjunto imagem ¢ [(2,2,0),(—1,—1,0)].
Como esses dois vetores sdo LD, pois sao multiplos um do outro, pode-se

retirar um deles, por exemplo, (—1,—1,0).
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Entao, conclui-se que Im(T) = [(2,2,0)], ou seja,
Im(T)z{(x,y,Z) eR’/y=xez =0}.

A imagem geométrica desse conjunto é a reta do R’ de equagio:

y=x
z=0"

Da analise efetuada, tém-se as seguintes conclusoes:

a) os pares ordenados do R2 que pertencem a reta y =2x pertencem ao
nucleo de T, isto é, sdo levados, por esta transformagio, ao elemento
(0,0,0) e R;

b) os demais elementos do R° sdo levados, por T, a reta do R° de equagio
y=x
z=0"
Essas conclusdes sao mostradas na Figura 6.8.

Figura 6.8

y=2X

Ker(T)

<

Im(T)

2) Considere-se a transformacio linear
T: R — R°
(x,y,z) = T(x,y,z) = (x,y,O)'

Para que um vetor v =(x, y,z) pertenca ao nucleo de T, é preciso que

T(v) =0, ou seja, deve-se ter: T(x,y,z) = (0,0,0). Assim, vem:
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(x,7,0)=(0,0,0),

de onde se conclui que x =y =0 e z pode ser qualquer nimero real. Por-

tanto, o nucleo de T é o conjunto:

Ker(T) = {(0,0,z) /ze ‘R}

Considerando-se a representagio geométrica do 9R’, sio os pontos sobre o
eixo Oz.

O conjunto imagem de T é:
Im(T) ={w eR:5AveR’ /T(v)zw},
ou seja, sao as ternas (x,y,z) eR’ do tipo (x,y,O).

Portanto, Im(T) = {(x,y,O) /x,y€ *J%}

. ~ PR 3 ~
Considerando-se a representagdo geométrica do R, sdo os pontos sobre o

plano Oxy.

Teorema: Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo Ke T:V — W uma

transformacao linear. Entéo:
a) Ker(T) é um subespago vetorial de V.

b) Im(T) ¢ um subespaco vetorial de W.

Demonstracao:
Hipotese: T:V — W uma transformacéo linear
Teses:

a) Ker(T) ¢ um subespago vetorial de V
b) Im(T) ¢ um subespaco vetorial de W
a) Para provar que Ker(T) ¢ um subespaco vetorial de V, devem-se mostrar

que sdo verdadeiros os trés axiomas da definigdo de subespaco vetorial. De

fato, tem-se:
1) como T(O) =0, segue-se que 0 € Ker(T).

2) sejam u e u’ dois elementos de Ker(T). Entao, T(u)=0 e T(u')zO.
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Assim, sendo T uma transformagao linear, vem:
T(u+u')=T(u)+T(u')=0+0=0
e, portanto, u+u'e Ker(T).

3) sejam ue Ker(T) e aeK. Sendo u um elemento de Ker(T),

segue-se que T(u)zO. Entdo, como T ¢ uma transformacdo linear,

vem:

T(au)=aT (u)=a0 =0,

de onde se conclui que au e Ker(T).
De (1), (2) e (3), conclui-se que Ker(T) ¢ um subespago vetorial de V.
Escreve-se: Ker(T)gV.

b) Mostrar-se-a, agora, que Im(T) ¢ um subespaco vetorial de W.
1) Como T(O) =0, segue-se que 0 € Im(T) .

2) Sejam w e w’ dois elementos de Im(T). Entao, existem elementos u e 1’
em V tais que T(u) =we T(u ) =w'. Assim, sendo T uma transforma-

¢do linear, vem:
T(u+u')=T(u)+T(u')=w+w'
e, portanto, w+w'e Im(T).

3) Sejam w e Im(T) eacK.Sewe Im(T), segue-se que existe um ele-
mento u eV tal que T(u) =w. Por hipdtese, T é transformagio linear;

entdo:
T(au)=aTl (u)=aw,
de onde se conclui que aw € Im(T).

De (1), (2) e (3), conclui-se que Im(T) ¢ um subespaco vetorial de W.
Escreve-se: Im(T)CW.

Definicdo: Seja T:V — W uma transformagao linear. Define-se:
. dimIm(T) = posto de T;

e dim Ker(T) = nulidade de T.
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Exemplos:

1) Considere-se a transformagao linear T': M, (ER) — R?, definida por:

a b
T J =(2a—5b—36,a+c,b+d).

9

Determinar Ker(T) e Im(T) , assim como as dimensoes desses espagos.

a b
Seja ( dj IS Ker(T) . Por definicdo do nucleo de T, tem-se:
c

T(Z Z]:(o,o,o),

ou seja,

(2a—5b—3c,a+c,b+d)=(0,0,0),

de onde vem que:

2a—-5b—3c=0
a+c=0
b+d=0

Resolvendo-se esse sistema linear, obtém-se:

=—d
b=-d.
c=d
Assim:
a b
Ker(T)z{[C d]eMz(iR)/a:bz—de c=d,VdeiR},

ou, equivalentemente,

Ker (T) ={(_dd _de eM,(R)/de sn}.

Encontrar-se-4 uma base para esse espago.
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—d —d

Ker(T), pode- :
dJe er( ) pode-se escrever

Tomando-se um elemento [

)

-1 -1
Entdo, Bz{ ) J} é base de Ker(T) e, portanto, dimKer(T)zl.

Os elementos (x,y,z) e R’ que pertencem ao conjunto Im(T) , pela pro-

pria definicao de T, sdo do tipo (2a —5b—3c,a+c,b+ d) ,ondea,b,ced

a
s30 os elementos da matriz ( dj .
c

Para encontrar uma base para Im(T) , escreve-se:

(2a—5b—3c,a+c,b+d)=a(2,1,0)+b(-5,0,1)+c(-3,1,0)+d(0,0,1).

Assim, S= {(2,1,0),(—5,0,1),(—3,1,0),(0,0,1)} ¢ um sistema de geradores
para Im(T) . Para encontrar uma base desse espago, a partir desse sistema
de geradores, conforme se viu anteriormente, constrdi-se uma matriz com
os vetores do conjunto de geradores e escalona-se a matriz. As linhas nao
nulas da matriz resultante do escalonamento serdo vetores LI, os quais for-

marao a base procurada. Entao:

2 1 0 2 10 2 10 2 10

-5 0 1| p5e |05 2| ,, |05 2] 4. [0 52
1 3 2 3) K3y

-3 1 0 0 50 0 0 2 0 0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 O

2) Determinar um operador linear T:R°> — R’ tal que

Im(T)=[(2,1,1),(1,-12)].
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3)

Observe-se que os vetores (2,1,1) e (1,—1,2) sao LI. Considere-se a base
candnica {el,ez,es} do R® e seja T:R> >R tal que T(el)=(2,l,1),
T(e2 ) = (1,—1,2) e T(e3) = (0,0,0). Logo, tomando (x,y,z) e R’ tem-se:
(x,y,z) = x(l,0,0) + y(O,l,O) + z(0,0,l) =xe, + ye, +ze,.
Entao:
T(x,y,z) =T(xe1 + ye, +ze3) =T(xel)+T(yez)+T(ze3)=
=xT(e1)+yT(ez)+zT(e3)=
=x(2,1,1)+ y(1,-1,2)+2(0,0,0)=(2x + y,x = y,x+2y).
Assim,
T(x,y,z) =(2x+y,x—y,x+2y).
Seja T: R’ —N* a transformagio linear definida por
T(x,y,z)z(x+y,2x—y+z).
a) Determinar uma base e a dimensao de Ker(T).

Por definicdo, tem-se:

Ker(T) = {(x,y,z) eR’/ T(x,y,z) = (0,0)} .

Assim, Ker(T) é constituido dos vetores do R’ da seguinte forma:

T(x,y,z)=(x+y,2x—y+z)=(0,0),

ou seja,
x+y=0
2x—y+2z=0"
de onde se conclui que y =—x e z = —3x. Portanto, os vetores do R° que

pertencem ao nucleo de T sdo da forma (x,—x,—3x) , Vx e, isto ¢,

Ker(T) = {(x,—x,—3x) [x€ ER} = {x(l,—l,—3) /xe ER} = [(1,—1,—3)] .

Logo, {(1,—1,—3)} é uma base de Ker(T) e dimKer(T)zl.
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b) Determinar uma base e a dimensio de Im(T) .
Tem-se, por definigao:

Im(T)={(x+y,2x—y+z)/x,y,ze§R} ={x(l,Z)+y(1,—1)+z(0,1)/x,y,zefR}.

Assim, S = [(1,2),(1,—1),(0,1)} ¢ um sistema de geradores para Im(T).

Para encontrar uma base desse espago, a partir desse sistema de gerado-
res, constroi-se uma matriz com os vetores do conjunto de geradores e
escalona-se a matriz. As linhas nao nulas da matriz resultante do esca-

lonamento serdo vetores LI, os quais formaréo a base procurada. Entao:

1 2 12 12 12
1 -1|—22(0 3 |—22hs0 1 |—=hs0 1
0 1 0 1 0 3 0 0

Entdo B'= {(1,2),(0,1)} é base de Im(T) e, portanto, dim Im(T) =2.

6.5. OPERACOES COM TRANSFORMACOES LINEARES

6.5.1. Adicdo

Sejam Ve W espagos vetoriais sobreum corpoKe F:V—>W e G:V > W

transformagdes lineares. Chama-se adigdo de F com G a aplicagdo
F+G:V—>W tal que (F+G)(v)=F(v)+G(v),VveV.

Propriedades: dadas as transformagdes lineares F:V >W, G: VoW e
H:V — W, aoperagao de adigdo satisfaz as propriedades:

a) Comutativa: F+G=G+F

b) Associativa: F + (G + H) = (F + G) +H

c) Elemento Neutro: é a transformagao linear nula N :V — W, definida por
N(v) =0,VveV,satisfazendo: F+ N=N+F=F.

d) Elemento Oposto: considerada a transformagao linear F:V — W, o ele-

mento oposto da operagido de adigdo é a transformagao (—F ):V—)W,

definida por (—F)(v) =—v,Vv eV, que satisfaz: F+(—F) = (—F)+F =N.
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Proposicdo: Sejam: V e W espagos vetoriais sobre um corpo Ke F:V > W e
G:V — W duas transformagoes lineares. Entao F + G é uma transformagéo

linear.
Demonstracao:
Hipotese: F e G sdo transformacdes lineares

Tese: F+G ¢ transformacao linear

a) Sejam u e v dois elementos de V. Tem-se, por defini¢do, que:
(F+G)(u+v)=F(u+v)+G(u+v).
Como, por hipétese, F e G sdo transformagdes lineares, pode-se escrever:

(F+G)(u+v)=F(u+v)+G(u+v)=[F(u)+F(v)]+[G(u)+G(V)]=

= [F(u)JrG(u)] +[F(v)+G(v)] =(F + G)(u)+(F + G)(v)

Assim, (F+ G)(u +v) =(F + G)(u) +(F + G)(v).
b) Sejam ueV e a €K;tem-se:
(F+G)<au)=F(au)+G(au)=aF(u)+aG(u)=a[F(u)+G(u)]=a[(F+G)(u)]~

De (a) e (b), conclui-se que F+G ¢ uma transformagéo linear.

6.5.2. Subtracdo

Sejam Ve W espagos vetoriais sobreumcorpoKe F:V >W e G:V > W
transformagdes lineares. Chama-se subtragao das transformacoes F e G a apli-
cagdo F—G:V —> W tal que (F—G)(v) = F(v) —G(v),Vv ev.

A subtragdo de F e G é a adi¢ao de F com a transformagao oposta de G, ou

seja, com —G; assim, a subtragdo de F e G ¢ obtida fazendo-se:
F-G=F+(-G)
E claro que esta operagdo satisfaz as mesmas propriedades da adi¢io de

transformagdes. Também é possivel demonstrar que é verdadeira a proposi¢do

enunciada a seguir.

Proposicdo: Sejam: V e W espagos vetoriais sobre um corpo Ke F:V > W e
G:V —> W duas transformagoes lineares. Entdo F—G é uma transformacdo

linear.
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6.5.3. Multiplicacdo de uma transformacdo linear por um escalar

Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K, F:V — Wuma trans-
formagao linear e o € K. Chama-se multiplicagdo da transformagdo F pelo
numero « a aplicagdo (aF) :V > W tal que (aF)(v) = aF(v), VveV.

Propriedades: dadas as transformacoes lineares F: V —>We G:V — W e os es-

calares o e f3, a operagdo de multiplicagao por escalar satisfaz as propriedades:
a) a(pF)=p(aF)=(aB)F
b) a(F+G):aF+aG
c) (a+ﬂ)F=aP+ﬂF
d) 1.F=F
E possivel demonstrar que é verdadeiro o resultado seguinte.

Proposicdo: Sejam: V e W espagos vetoriais sobre um corpo K, F:V > W e

o € K.Entdo oF é uma transformacéo linear.

6.5.4. Composicdo de Transformagdes Lineares

Sejam: V, U e W espagos vetoriais sobre um corpo K e F:V—>U e
G:U > W transformagdes lineares. Chama-se transformag¢do composta de
G com F, denotada por GoF, a aplicagio GoF:V — W, definida por:
(GoF)(v) = G(F(v)), VveV.

A representagao grafica é mostrada na Figura 6.9.

Figura 6.9
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Assim, tem-se:

Figura 6.10
G
v —F v w
v F(v) G(F(v))
GoF

Observacdo: a composi¢do de G com F, denotada por GoF, é lida G composta
com F ou, entdo, G bola F. Nao se trata, evidentemente, do produto de G por F,
denotado por G- F. Além disso, tem-se, em geral, que (G 0 F)(v) # (F 0 G)(v),
ou seja, G composta com F é diferente, em geral, de F composta com G. Portan-

to, a composicio de transformagdes lineares ndo é comutativa.

Proposicdo: Sejam: V, U e W espagos vetoriais sobre um corpo Ke F:V —U
e G:U > W transformagdes lineares. Entdo, GoF:V —> W ¢é uma transfor-

macdo linear.

Demonstracao:
Hipotese: F e G sdo transformacdes lineares

Tese: GoF ¢ transformagdo linear

a) Sejam u e v dois elementos de V. Tem-se, por defini¢ao, que:
(GoF)(u+v)=G(F(u+v)).
Como, por hipétese, F é uma transformagéo linear, pode-se escrever:
(GoF)(u+v)=G(F(u+v))=G(F(u)+F(v)).
Por sua vez, G é uma transformagao linear; entdo:
GF(u)+ E(v)) =G (F(u)) + G(F(v)) =(GoF) (u) +(G=F)()
Assim, (GoF)(u+v)=(GoF)(u)+(GoF)(v).

b) Sejam ueV e a €K ;tem-se:
(GoF)(au)=G(F(au))=G(aF(u))=aG(F(«))=a(GF)(x)

De (a) e (b), conclui-se que GoF é uma transformacéo linear.
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Para o caso dos operadores lineares, sdo validas as propriedades que se

seguem.

Propriedades:

Sejam: V, um espago vetorial sobre um corpo K; F:V >V, G:V >V e

H:V —V operadores lineares. Entédo, sdo validas as propriedades:
a) Associativa: Fo (G o H) = (F ° G) oH .

b) Elemento Neutro: é o operador linear identidade Id:V — V, definido por
Id(v)=v,Vv eV, satisfazendo: Fold=1IdoF =F.

¢) Distributiva:
- aesquerda: Fo(G+H)=FoG+FoH
~ adireita: (G+H)oF=GoF+HoF

d) Elemento Inverso: considerado o operador linear inversivel F:V —V, o
elemento inverso da composi¢io de transformagdes é o operador
F':V—>Vtalque FoF '=F ' o F=1d.

Observacdo: as transformagdes lineares inversiveis serdo estudadas no

Capitulo 7.

Exemplo: Dadas as transformacoes lineares: F: R? SR, G:RP >N e
H:R* —> R, definidas por:
F(x,y) =(x+y,x—y,x), G(x,y,z)z(x—y,x+z) e
H(x,y) = (Zx =Y )sX +2y), determinar:
a) R=3F+2H
Tem-se:
R(x,y) = 3F(x,y)+2H(x,y) = 3(x+y,x —y,x)+2(2x—y,y,x +2y)
:(7x+y,3x—y,5x+4y)
b) GoF

(GoF)(x,y)=G(F(x,y)):G(x+y,x_y’x):
=(x+y—x+y.x+y+x)=(2y.2x+y)
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c)

6.6.

1)

2)

3)

4)

5)

2_FoF

“(wy)=(FoF)(xy) =F(F(x.y)) = F(x+y.x=yx) =

=(x+y+x VX +y— x+yx+y) (2x2yx+y)

T

EXERCICIOS PROPOSTOS

Seja M, (SR) o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n e Buma
matriz fixa deste espago. Mostrar que a aplicagdo F: M, (‘R) - M, (‘R),
definida por: F (X ) =BX,VXeM, (ER) ¢ um operador linear.

Sabendo que T é um operador linear do R* tal que T(1,2) =(3,—1) e
T(O,l) = (1,2) , determinar a expressdo de T(x,y).
R: T(x,y)z(x+y,—5x+2y)

Considere-se a transformacao linear definida por:
T(x,y,z,t)=(x+y—z,2x—y+22—t,3x+z—t).
Determinar uma base e a dimensao para Im(T) e Ker(T) .

R: Base de Im(T):{(1,2,3),(0,1,1)}; dimIm(T)=2
Base de Ker(T) {( L1,0, 3) (1 0,1,4)}; dimKer(T)zZ

Determinar um operador do R’ cujo nticleo é constituido pelos pontos da

reta de equagéo

y=2x
z=0

e cuja imagem ¢ constituida pelos pontos do plano de equagdo
x+2y+z=0.
R: T(x,y,z) = (4x—2y —z,—2x +y,z)

Sendo T(x,y)=(3x—2y,x+y,x—y) e G(x,y,z)z(x—y+z,2x—z)
duas transformagoes lineares, determine a dimensao de Ker(G o T) e de
Im(G ° T).

R: dim Ker(GoT)=0 e dimIm(GoT)=2
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A pergunta inicial que se faz neste capitulo e que o motiva é: dada uma
transformacao linear T:V — W, é possivel definir uma transformagao linear
que seja inversa de T, ou seja, existe a transformagio linear T~ : W — V2 Serdo

dados, a seguir, defini¢cdes e resultados que permitam responder a esta pergunta.

Primeiramente, recordar-se-do trés defini¢oes importantes sobre func¢oes
reais de uma variavel real, para, em seguida, estendé-las as transformagoes

lineares.

Definicdes: Dados dois subconjuntos nao vazios de R, A e B, e uma fungéo
f de A em B, define-se:

.y =f(x) ¢ injetora se f(xl)zf(xz):wcl =X, 0USEja, Y, =Y, =X, =X,
Isto significa que cada y pertencente ao conjunto Im( f ) é imagem
de um tnico x do dominio de f. Equivalentemente, tem-se:
X, Ex,=>f (xl);t f (xz). Assim, elementos distintos do dominio de f

tém imagens diferentes.

. yzf(x) ¢é sobrejetora se VyeCD(f),ElxeD(f)/y=f(x), isto é:
Im(f)=CD(f).
Isto significa que todo elemento de B é imagem de pelo menos um x do do-
minio de f.Aqui, D( f ) e CD( f ) denotam, respectivamente, o dominio
e o contradominio de f.
Quando a fungdo é, a0 mesmo tempo, injetora e sobrejetora, diz-se que ela
¢ bijetora. Assim, tem-se: a fungdo f de A em B é uma bijegdo (ou bijetora) se
todo elemento de B ¢ imagem de um dnico elemento de A.

Apresentam-se, agora, as defini¢des analogas para transformagoes lineares.

Definicdao: Dados dois espagos vetoriais ndo vazios V e W, diz-se que uma
transformagdo linear T:V — W ¢ injetora se T(vl) = T(v2 ) =V, =v,,
Vv,,v, € V. Equivalentemente, tem-se: v, # v, :>T(v1) # T(vz) .
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Isto significa que cada w pertencente ao conjunto Im(T) ¢ imagem de um
unico v do dominio de T. Assim, elementos distintos do dominio de T tém

imagens diferentes.

Definicdo: Dados dois espagos vetoriais ndo vazios V e W, diz-se que
uma transformac¢do linear T:V —W ¢ sobrejetora se Vwe CD(T),
dve D(T)/w = T(v) , isto é: Im(T) = CD(T) =W.

Isto significa que todo elemento de W é imagem de pelo menos um v do do-
minio de T . Aqui, D(T) e CD(T) denotam, respectivamente, o dominio e o

contradominio de T.

Definicio: Dados dois espacos vetoriais ndo vazios V e W, diz-se que uma

transformagdo linear T:V — W ¢ bijetora se é injetora e sobrejetora.

Exemplo: Considere-se a transformacio linear T:R* — R* definida por:
T(V):T(x,y)z(x+y,x—y), para todo V=(x,y)eﬂ%2,

Afirma-se: T é bijetora.

Para ver que essa afirmacao é verdadeira, deve-se mostrar que T ¢ injetora
e sobrejetora. Tomando-se dois elementos v, =(x,y,) e v, = (xz,yz) no do-

minio de T, tem-se:
T(V1)=T(x1,yl)=(x1 + X _)’1) eT(V2)=T(x2,y2)=(x2 + X, _yz)'
Entao:
T(VI)ZT(VZ):(XI VX _yl):(xZ T VX, _)’2)’
de onde se obtém o sistema linear:
{xl Ty =xX1),
X\ ==X, ),

Resolvendo-se esse sistema, conclui-se que x,=x, e y,=y,, ou seja,
conclui-se que v, =v, e, portanto, T ¢ injetora.

Para mostrar que T é sobrejetora, deve-se mostrar que todo elemento de
CD(T)ziR2 ¢ imagem de pelo menos um elemento de D(T) =R?, isto &,

deve-se mostrar que Im(T) =R,
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Um elemento w = (x, y) pertencente ao conjunto Im(T) é escrito na for-
ma w=(x+y,x—y). Entdo, vem:

w=x(1L1)+y(1,-1),
ou seja, o conjunto B ={(1,1),(1,—1)} é uma base de Im(T). Entretanto, B
também ¢é uma base do R*. Logo, dim([m(T)) = dim(iRz). Como
Im(T) — R?, conclui-se que Im(T) =R2, ou seja, T é sobrejetora.

Sendo injetora e sobrejetora, segue-se que T ¢é bijetora.

Serdo enunciados, a seguir, teoremas que auxiliarao a verificar se uma

transformagdo linear é ou ndo bijetora.

Teorema 1: Seja T:V — W uma transformagao linear. Entao T ¢ injetora se,
e somente se, Ker(T) = {0}

Demonstracao:
(i) Condicdo necessaria
Hipotese: T:V — W ¢ uma transformagcao linear injetora
Tese: Ker(T) = {0}
Seja ve Ker(T) ; entao, T(v) =0. Mas, sendo T uma transformacio
linear, sabe-se que T(O) =0 e, portanto, segue-se que T(v) = T(O). Mas,

por hipotese, T é injetora e, portanto, conclui-se que v =0, ou seja,
Ker(T)={0}.
(ii) Condicido suficiente
Hipotese: Ker(T) = {0}
Tese: T ¢ injetora.
Sejam u,v eV tais que T(u) = T(v). Entdo:
T(u)—T(v) =0,
de onde vem que
T (u — v) =0,
istoé, u—ve Ker(T). Como, por hipdtese, Ker(T) = {0}, conclui-se que

u—v=0, ouseja, u=v. Portanto, T é injetora.

| 213
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Exemplo: Considere-se novamente a transformacio linear T:R* — R, defi-
nida por:
T(V) = T(x,y) = (x+ YV, X —y) , para todo v =(x,y) eR?,
a qual é injetora. Tomando um elemento u = (x, y) € Ker(T) , tem-se:
T(u) =0, ou seja, T(x, y) =0, ressaltando que, neste caso, o elemento 0
que figura no segundo membro da igualdade é o vetor 0 = (0,0) . Assim, vem:
T(x,y)zO = (x+y,x—y) =(0,0),

ou seja,

x+y=0
x—y=0
de onde se segue que x = y =0, ou seja, u =0 . Conclui-se, assim, que o tinico

elemento que pertence a Ker(T) é o vetor nulo, isto é, Ker(T)z{O} , ou,
equivalentemente, Ker(T) = {(0,0)} .

Teorema 2: Seja T:V—->W uma transformagio linear injetora. Se
{vl,vz,n-,vn} sao vetores LI de V, entdo {T(vl),T(vz),m,T(v
tores LI de W.

)} sao ve-

n

Demonstracao:
Hipoteses: T:V — W é uma transformacéo linear injetora; {vl,vz,- . -,vn} cV

sao LI

Tese: {T(vl),T(vz),m,T(vn)} cW sao LI
Considerem-se os escalares a,,a,, -,a, € K tais que:
alT(vl)+a2T(v2)+---+anT(vn) =0;

sendo T uma transformacao linear, pode-se escrever:
T(aw, +a,v,++a,v,)=0.
Como T ¢ injetora, segue-se que:
ayv,+ay,++a,v,=0.

Sendo {vl,vz,-- .

Y } LI, segue-se que @, =a, =--=a, =0 e, portanto,
(T (0) T, )} sioLL
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. . ~ . 2 2
Exemplo: Considere-se, uma vez mais, a transformacao linear T: R~ — R~ de-

finida por:
T(v)zT(x,y) =(x+y,x—y) , para todo v =(x,y)eiR2,
e os vetores v, =(1,2) ev,= (0,—1) , 0s quais sao LI. Tem-se:

T(v,)=T(1,2)=(1+2,1-2)=(3,-1)

T(v,)=T(0,-1)=(0-1,0+1)=(-11)
Verificar-se-4 que os vetores obtidos T'(v,)=(3,-1) e T(v,)=(-11) sao
LI Para isso, escreve-se a equagio abaixo, onde a e b sdo escalares:
aT (v,)+bT(v,)=0,
ou seja,
a(3,-1)+b(1,1)=(0,0),
ou, ainda,
(3a+b,-a+b)=(0,0),
de onde se obtém o sistema linear

3a+b=0
-a+b=0"

cuja solugdo é a=b=0. Assim, conclui-se que T(v,) e T(v,) sdo LL.

Teorema 3: Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K, sendo V de di-

menséo finita,e T:V — W uma transformacao linear. Entao:
dim (V') =dim(Im(T))+ dim(Ker(T)).

Demonstracao:
Hipoteses: V e W sdo espagos vetoriais sobre K; V tem dimensao finita;
T:V — W étransformacio linear
Tese: dim (V') =dim(Im(T))+ dim(Ker(T))
Supondo-se que dim(Ker(T)) #0, considere-se {ul,u2 ..... un} cVuma

base de Ker(T). Pode-se completar esse conjunto, de modo a obter uma base
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de V. Sejam {vl,vz,...,vm} cV tais que {ul,uz,...,un,vl,vz,...,vm} ¢ uma base
de V. Entao, dim(V)=n+m. Mostrar-se-a que {T(vl),T(vz),.---,T(vm)} é
uma base de Im(T).

a)

b)

O conjunto {T(vl),T(vz),.---,T(vm)} gera Im(T), isto é:

Im(T)z[T(vl),T(VZ),.---,T(vm)] .

De fato, tomando-se w e Im(T) , existe veV tal que T(v) =w.

Sendo um elemento de V, v é uma combinagéo linear dos vetores da base

de V. Logo, existem escalares 3, (1<i<n) e a; (ISjS m) tais que:
v=Lu +pu, ++ Bu, +av, +ay,+ta,y, .

Entéo:

W=T(1/)=T(,Blu1 +Byu, ++ fu, tay, +a,v, +-~~+amvm) ,

isto &,
w=T(v)=BT(u)+ BT (uy)++B,T(u,)+a,T(v,)+a,T(v,)++a,T(v,)

Como os vetores u, (1£i£n) pertencem a Ker(T), tem-se que
T(ui)=0 (ISiSn), e, portanto, w=alT(vl)+a2T(v2)+-~~+amT(vm).

Conclui-se, assim, que {T(vl),T(vz),.---,T(vm)} gera Im(T).

Deve-se mostrar, agora, que os vetores T(vl),T(vz),.---,T(vm) sao LI.

Para isso tomam-se escalares a,a,, 0, tais que:
alT(vl)+a2T(v2)+~~-+amT(vm)=0.

Dessa equacio, pode-se escrever:

T(ozlv1 +a,v, +---+amvm)=0,

de onde se segue que a,v, +a,v, +--+a, v, € Ker(T) e, portanto, é uma
combinacao linear dos elementos da base deste espago, ou seja, existem

escalares f3, (1 <i< n) tais que:
ayv,+a,v,++a,v, =pu +pu, ++pBu,

ou seja,
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ayv, +o,v, ++a,v, —pu —pu,——pBu, =0.

Como {ul,uz,...,un,vl,vz,...,vm} ¢ uma base de V, segue-se que
B,=0(1<i<n) e a;=0(1<j<m). Portanto, {T(v,),T(v,),..-,T(v,,)}
¢LL

De (a) ¢ (b), segue-se que dim(Im(T))=m e vem:
dim(Im(T))+dim(Ker(T))=m+n=dim(V),

0 que prova o teorema.

Corolario: Nas hipdteses do teorema anterior, se dim(V) = dim(W), as se-

guintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) T ésobrejetora

(ii) T é bijetora

(iii) T é injetora

(iv) T leva uma base de V em uma base de W

Demonstracao:
@) = (i)
Hipéteses: dim(V) = dim(W) e T é sobrejetora
Tese: T ¢ bijetora
De fato, por hipétese, Im(T)=W e, portanto, dim(Im(T)) =dim(W)=dim(V).
Pelo teorema anterior, tem-se que dim(V')= dim([m(T)) + dim(Ker(T)), de onde
se conclui que dim(Ker(T)) =0, ou seja, Ker(T)={0}. Pelo Teorema 1, segue-se
que T ¢é injetora e, portanto, T é bijetora.
(i) = (iii)
Hipéteses: dim(V) = dim(W) e T ¢ bijetora
Tese: T ¢ injetora
Se T ¢é bijetora, entdo T é injetora.
(i) = (iv)
Hipoéteses: dim(V) = dim(W) e T é injetora

Tese: T'leva uma base de V em uma base de W
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Seja Bz{vl,vz,---,vn} uma base de V. Mostrar-se-4 que

Ty ={T(V1),T(v2),---,T(vn)} é uma base de W.

Uma vez que T ¢ injetora, T, tem tantos vetores quanto B. Dessa forma,

resta mostrar que Ty, é LI. Considerem-se, entdo escalares o, (1< <n) tais que:
alT(vl) + aZT(vz)-l— st anT(vn) =0.
Sendo T uma transformagcao linear, pode-se escrever:
T(ozlv1 +a,v, +-~-+anvn) =0;

sendo T injetora, tem-se que oav,+a,v,+-+a,v,=0 e como
Bz{vl,vz,---,vn} ¢ base de V, segue-se que ai=0(1§iSn). Portanto,

Ty ={T(v,),T(v,)s-T(v,)} ébasede W.

(iv) = (i)
Hipoteses: dim(V) = dim(W) e T'leva uma base de V em uma base de W
Tese: T é sobrejetora

De fato, seja w € W . Tomando uma base B = {vl,vz,- . -,vn} de V, segue-se,
por hipotese, que Ty = {T(vl),T(vz),---,T(vn )} ¢ uma base de W. Logo, w é
uma combinagdo linear dos elementos desta base, isto é, existem escalares

a; (1<i<n) tais que:
w=a,T(v,)+a,T(v,)++a,T(v,),
ou seja,
w=T(ay, +a,v,++a,v,).

Isso mostra que w e Im(T) e, portanto, T é sobrejetora.

Teorema 4: Se Ve W sdo espagos vetoriais de dimensao finitae T:V > W ¢

uma transformacao linear, entio:
a) Se dim(V) > dim(W), entdo T ndo é injetora.

b) Se dim(V) < dim(W) , entdo T nao ¢ sobrejetora.
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Demonstragdo:
a) Hipétese: dim(V')>dim(W)
Tese: T'ndo é injetora
Demonstrar-se-4 a seguinte afirmagao equivalente a (a): “Se T ¢ injetora,
entdo dim(V')<dim(W)”. De fato, tém-se as seguintes equivaléncias:
T ¢ injetora < Ker(T)={0} <> dim(Ker(T))=0.
Por outro lado, pelo Teorema 3, tem-se:
dim (V') =dim(Im(T))+ dim(Ker(T)).
Assim, segue-se que dim(V')=dim(Im(T)).
Como dim(Im(T)) < dim(W), segue-se que dim(V) < dim(W),
0 que demonstra a afirmagao.
b) Hipétese: dim(V')<dim(W)
Tese: T ndo é sobrejetora

De modo analogo, demonstrar-se-a a seguinte afirmacao equivalente: “Se
T ¢ sobrejetora, entdo dim(V)Z dim(W). De fato, sendo T sobrejetora,
tem-se que Im(T) =W e, portanto, dim([m(T)) = dim(W).

Do Teorema 3, tem-se:

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))

ou seja,

dim(V) = dim(W) + dim(Ker(T)) > dim(W) ,
O que demonstra a afirmagao.

As afirmagodes (a) e (b) do Teorema 4 asseguram o seguinte resultado:

Teorema 5: Se uma transformacdo linear T:V —W ¢ bijetora, entdo

dim(V) = dim(W).

Exemplos:

1) Considere-se novamente a transformagéo linear T : R> — R° definida por:
T(v) = T(x,y) = (x +y,x— y), para todo v = (x,y) € R’. Mostrar-se-4 que

T ¢é bijetora, utilizando-se os resultados dos teoremas anteriores.
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Sendo V=W =%R? tem-se que dim(V)=dim(W). Seja v=(x,y)eR%

para que esse elemento pertenca ao nucleo de T, deve-se ter T(v) =0, isto &

T(v)zT(x,y)=(x+y,x—y)=(0,0) ,

ou seja,

x+y=0
x—y=0

de onde se obtém que x = y =0. Portanto, Ker(T) = {0}; assim, pelo Teo-

rema 1, segue-se que T ¢ injetora. Pelo Corolario do Teorema 3, conclui-se

que T é bijetora.

2) SejaT:P, (SR) —> M, (R) uma transformagéo linear definida por:

a,—a 0
T(a0+a1t+a2t2)= ¢ .
0 a —a,
Pergunta-se:
a) T ésobrejetora?

b) T é injetora?

¢) Quais sdo as dimensoes dos espagos Ker(T) e Im(T) 4

a) Uma vez que dim(P2 (‘,R))<dim(M2 (‘R)), conclui-se, pelo Teore-

ma 4, que T ndo é sobrejetora.

b) Seja p(t) =a,+at+ azt2 um elemento de Ker(T). Entao, T(p(t)) =0,

isto é:

a,

a —_—
T(a0+a1t+a2t2)= 0
0 a,—a,

de onde vem que:

a,—a, =0
b
a,—a,=0

resultando em a, =a, =a,. Logo, todo elemento p(t) € Ker(T) ¢ da

forma:
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p(t)=a0+a0t+a0t2=a0(1+t+t2).
Portanto, {1+t+t2} ébase de Ker(T) ,isto é, dim(Ker(T))zl.Logo,

pelo Teorema 1, conclui-se que T nao ¢ injetora.

c) Conforme se viu em (b), dim(Ker(T)) =1. Para determinar dim(lm(T)),
utiliza-se a igualdade:
dim(P2 (SR)) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) ;
como dim(P2 (SR)) =3e dim(Ker(T)) =1, segue-se que dim(Im(T)) =2.

Definicdao: Dados dois espagos vetoriais nao vazios Ve W, diz-se que a trans-

formagao linear T:V — W ¢ um isomorfismo se é bijetora.

Observacdo: quando V=W ,ouseja, T:V —V é um operador linear bijetor,

entao T é chamado de um automorfismo.

Definicdo: Seja T:V — W um isomorfismo. Entdo, a aplica¢do inversa

T':W -V étambém um isomorfismo tal que ToT ' =T "o T =1Id.

Observacio: quando a transformagio linear T admite a aplicagio inversa T,

diz-se que T ¢ inversivel, ou invertivel, ou regular, ou ndo singular.

Exemplos:
1) Considere-se o operador linear
T:R* >R’
(x,y) > (x—2y,3x+y).
Mostrar que T ¢ inversivel e determinar T .
Para mostrar que T é inversivel, mostrar-se-a que é bijetor.

O nucleo de T é constituido dos elementos (x, y) tais que T(x, y) = (0,0),

ou seja:
T(x,y) = (0,0) = (x—2y,3x+y) =(0,0),
isto é,

x—=2y=0
3x+y=0"
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2)

Esse sistema apresenta apenas a solu¢do trivial (0,0) . Conclui-se, assim,
que Kert(T) = {(0,0)} e, portanto, T ¢ injetor.

Por outro lado, tem-se:
dim(Im(T))=dim(R* ) —dim(Ker(T))=2-0=2.

De acordo com o Corolario do Teorema 3, segue-se que T ¢é bijetor e, por-

tanto, admite inversa.
Determinar-se-4, agora, T'. Para isso, seja T (x,y) = (a,b). Entao:
(x,y) = T(a,b) = (a—2b,3a + b),
de onde se segue que:

a-2b=x

{Sa +b=y’
ou seja,

a-2b=x
{7b =-3x+y

isto é,

Portanto:
1 2 3 1
T (xy)=|=x+=y,——x+—y |
( y) (7 7)/ 7 7)/)

Seja T: P, (SR) — R a transformagio linear definida por:
2\ _
T(ao +at+a,t ) = (ao +a,,a,—a,,a,+a, +a2).
Verificar se T é um isomorfismo. Em caso afirmativo, determinar o iso-

morfismo inverso.

Determinar-se-a o nucleo de T, para verificar se T ¢ injetora. Considere-se,

assim, um elemento a, +a,t+a,t’ de Ker(T). Entdo,
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T(aO +a1t+a2t2)=0,

ou seja,

(ao +a,a,—a,a,+a, +a2) =(0,0,0).

Obtém-se, assim, o sistema linear:
a,+a, =0

a,—a,=0 ,

a,+a,+a,=0
do qual se conclui que a,=a, =a, =0. Logo Ker(T) = {0} Pelo Teorema
1, segue-se que T € injetora.
Uma vez que dim(P2 (ER)) = dim(iTm’S) =3, segue-se, do Corolario do Teo-
rema 3, que T é sobrejetora e, assim, T'é um isomorfismo.

. . . . -1
Quer-se determinar, agora, o isomorfismo inverso T7': R’ —>P2(9%).

Como o contradominio de T~ ¢ o espago vetorial P, (ER), tem-se:

T (x,y.z)=a,+at+a,t’. (1)
Entéo:

T( Y%,z )) (a +at+ayt )

ou seja,

ToT™ (x Y,z )— (a0+a t+at )

Sendo T e T isomorfismos inversos, tem-se que T o T ' = Id e, portanto,
(x Y,z )— (a t+at+a,t )

Pela definicdo de T, vem:

(x,y,z)z(ao +a,,a,—a,,a,+a, +a2),

de onde se segue que

x=a0+a1

y=a,—a,
z=a,+a, +a,

223
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3)

Resolvendo-se esse sistema para obter os coeficientes a,, a, e a,, vem:
a,=2x—-y-z
a,=—x+y+z.

a,=-x+z

Substituindo-se esses coeficientes na expressio de T~' dada por (1), ob-

tém-se, finalmente o isomorfismo inverso procurado:

T (x,y,z) =(2x—y—z)+(—x+y+z)t+(—x+z)t2.

Observacdo: nos exemplos anteriores, determinou-se o nucleo de T, isto é,
Ker(T), para verificar se a transformacéo linear era ou nao injetora. Um
erro muito comum que se observa é considerar Ker(T) contido no espago
de chegada da transformagao. Ressalta-se que Ker(T) ¢ um subespago do
dominio da transformagdo. No exemplo anterior, tem-se Ker (T) cP, (‘R)
Assim, os elementos de Ker(T) sao polindmios de grau menor ou igual

a 2, os quais sao levados, por T, no vetor nulo 0 € R,

Considere-se o operador linear T': R* — R*, com as seguintes caracteristi-
cas: T(-2,1,0)=(1,00), T(1,0,1)=(0,0,—1) e T(1,—1,—)=(0,~1,1). Deter-
minar o operador inverso T ', sabendo-se que ele existe.

Pela definicao de operador inverso, tem-se:

T7'(1,00)=(-2,1,0)
771(0,0,-1)=(1,0,1) (1)
T7(0,-1,1)=(1,-1,1)
Observe-se que {(I,OO),(0,0,—1),(0,—1,1)} é uma base de > e que se
conhece a imagem de cada um desses vetores pela aplicagio T . O que se
quer é calcular T (x,y,z).
Com esse objetivo, expressa-se (x, y,z) como combinagao linear dessa
base, isto é:
(x,y,2)=a(1,0,0)+b(0,0,-1)+¢(0,-1,1),
ou seja:

(x,y,z) = (a,—c,—b + c) ,
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de onde se segue:

xX=a
y=-c
z=-b+c

e, portanto,

a=x
c==y
b=—z—-y

Entao, tem-se:

(%, 7,2)=x(1,0,0)+(—y —2)(0,0,—1)+(—)(0,~L1).

Portanto, tem-se:

T (x,9,2) =T [ %(1,0,0)+(-y=2)(0,0,-1)+(-y)(0,-1L1) ]

Uma vez que T~ ¢ uma transformagio linear, vem:

T (x,9,2) =T [%(1,0,0) |+ T [ (=y-2)(0,0,-1) ]+ T [ (-y)(0,-1.1) }
ou, ainda,

T7'(x,,2)=xT " (1,0,0)+(-y—2) T~ (0,0,—1)+(-y)T 7" (0,~1L1).

De (1), vem:

T (x,y,z) = x(—2,1,0) + (—y —z)(l,O,l) + (—y)(l,—l,l),

de onde se conclui que

T (x,y,z) :(—Zx—Zy—z,x+y,—2y—z),

que ¢ a expressio de T~ que se procurava.

Seja T:R*> — R* definida por: T(x,y) = (2x -y, x+ 3y). Verificar se T é

um automorfismo.

Observe-se, inicialmente, que o enunciado ndo afirma que T'é uma transfor-
macao linear. Assim, é necessario, antes de utilizar os resultados enunciados

anteriormente, que se faca essa verificagao, que sera deixada a cargo do leitor.
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Uma vez que se tenha mostrado que T é uma transformacéo linear, verifi-

car-se-a se T ¢ bijetora.

Para verificar se T ¢ injetora, determina-se seu nucleo; seja (x, y) € Ker(T).

Entao:

T(x.7)=(00),

ou seja,

(Zx - ¥,x+ 3y) = (0,0),
de onde vem que:

2x—y=0

x+3y=0
A resolucao desse sistema linear leva a solugdo x =y =0 e, portanto, con-
clui-se que Ker (T) = {0}, o que acarreta que T € injetora. Como 0s espagos
de saida e de chegada de T sdo iguais, eles tém a mesma dimensao; con-

clui-se, assim, que T é sobrejetora e, portanto, bijetora. Assim, T é um

automorfismo.

Definicdao: Dois espagos vetoriais V e W sdo isomorfos se existir um isomor-

fismo entre eles.

Exemplos:

1) O espago vetorial R? ={(x, y)/ X,y eSR} ¢ isomorfo ao espago vetorial
dos numeros complexos C= {x +yilx,y€ iR}, pois, por exemplo, a trans-
formacao linear
T:-R*>C

(x, y) = x+ yi
é um isomorfismo, ou seja, esses espacos sao isomorfos. A aplicac;éo T

transforma R’ no plano complexo C.

2) O espaco vetorial R> éisomorfo ao subespaco W = {(x,y,z) eR/z= 0}

do R°. Observe-se que W é o plano Oxy — R°, chamado plano horizontal.

De fato, a aplicagao linear
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T:R* >W
(x7) > (x.2.0)

’ . . 2 s
¢ bijetora, pois, a cada vetor (x, y)eiR corresponde um unico vetor
(x, y,O) €W e, reciprocamente. Assim, T é um isomorfismo e, portanto,

2 ~ s 2
R- e W sdo isomorfos. Denota-se: R“ = W.

Teorema 6: Dois espagos vetoriais V e W sobre um mesmo corpo K sdo iso-

morfos se, e somente se, eles tém a mesma dimensao.

Demonstracao:

(i) Condicdo necessaria
Hipotese: Ve W sdo espagos vetoriais sobre K isomorfos

Tese: Ve W tém a mesma dimensao
Sendo V e W isomorfos, existe um isomorfismo T:V — W entre eles. Se
T ¢é bijetora, entdo, pelo Teorema 5, segue-se que dim(V) = dim(W).
(ii) Condicio suficiente
Hipotese: dim(V) = dim(W)
Tese: Ve W sdo isomorfos

E imediato, pois, se dim(V) = dim(W), entao existe um isomorfismo en-

tre Ve W e, portanto, esses espagos sdo isomorfos.

Exemplo:

Sejam W e U subespacos dos espacos vetoriais reais R e P, (ER), respecti-

vamente, definidos por:
W:{(x,y,Z)eiR3 /x—2y+z:0}eU:{a0 +at+a,t’ ePZ(ER)/aO +a,—a, :0}.
a) Mostrar W e U sdo isomorfos.

b) Determinar um isomorfismo entre We U.

a) Pelo Teorema 6, para mostrar que W e U sao isomorfos, basta mostrar

que eles tém a mesma dimenséao. Pode-se escrever:

W={(2y—z,y,z)eSR3,VyezeiR}.

227
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b)

Como (2y — z,y,z) = y(2,1,0) + z(—l,O,l), entdio o conjunto
B= {(2,1,0),(—1,0,1)} forma um sistema de geradores LI de W,
ou seja, B é uma base de W. Logo, dim(W) =2.

Por outro lado, o subespago U pode ser escrito na forma:

U:{(—a1 +a2)+a1t+a2t2,Val,a2 EER}.

Tem-se:

(—al +a2)+a1t+a2t2 =a1(—1+t)+a2 (1+t2);

entdo o conjunto C = {—1 +t,1+t7 } forma um sistema de geradores LI
de U, ou seja, C é uma base de U. Logo, dim(U) =2

Como dim(W) =dim(U) =2, conclui-se, pelo Teorema 6, que Ue W

sdo isomorfos.

Para se determinar um isomorfismo entre W e U, deve-se determinar

uma transformacao linear bijetora T: W — U.

Observe-se que todo vetor de (x, y,z) € W ¢é gerado pelos vetores da

base B, ou seja:
(x,7.2)=y(2,1,0)+2z(-1,0,1).
Fazendo-se:

T(2,,0)=-1+t e T(-1,0,1)=1+¢7,
tem-se:
T(x,,2)=T(y(2.1,0)+2(-1,0,1)),
isto &,
T(x,y,z)=yT(2,1,0)+2T(-1,0,1),
ou seja,

T(x,y,z)zy(—1+t)+z(1+t2) .



Isomorfismo | 229

Obtém-se, assim, a aplicacao T(x,y,z) = (—y + z) +yt+zt*, a qual é

uma transformacéo linear, pois:

« para quaisquer vetores w, =(x,7,,2,) € w,=(x,,y,,2,) perten-

centes a W, tem-se:

T(w,+w,)=T(x,+x,,y,+¥,:2,+2,)=

=(=y1—y2+2,+2,)+(y, +y, )t +(2,+2,)0 =

=(—y1 +Z1)+y1t+th2 +(—y2 +zz)+y2t+zzt2 =T(W1)+T(W2)
o para qualquer vetor w :(x, y,z) de W e para qualquer numero real

o, tem-se:

T(aw)zT(ax,ay,az)=(—ay+az)+ayt+azt2 =
a((—y+z)+yt+zt2)=aT(w)

Determina-se, agora, o Ker(T). Seja um vetor (x,y,z)eKer(T).
Entao:

T(x,y,2)=0+0t+0t7,
isto é,
(—y+z)+yt+zt> =0+0t+0t7,

de onde se segue que:

-y+z=0
y=0
z=0

Como todo vetor de W deve satisfazer a condi¢ao x =2y — z, conclui-se
que x =0. Portanto, tem-se que Ker (T) = {(0,0,0)}. Pelo Teorema 1,
conclui-se que T ¢ injetora e, portanto, tem-se que dim(W) = dim(U),
o que acarreta que T e bijetora, pelo Corolario do Teorema 3. Portanto,

T é um isomorfismo.
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7.1.

1)

2)

3)

4)

5)

EXERCICIOS PROPOSTOS

a b
Seja T( d] = (a +b,b+c,c+d,a+b+ c) uma transformacdo linear.
c

Mostrar que T ¢ um isomorfismo e determinar o isomorfismo inverso.

—y+t x+y—t
X+t x+z-—t

R: T (x,y,z,t) =(

Seja T(x,y,z) = (x +2z,x— z,y) um operador linear. Mostrar que T é um

automorfismo e determinar o automorfismo inverso.

R.:Tl(x,y,z)z[x;y,z,x;y)

Dada a transformacio linear T(x, y,z) = (x,x -9,y —z,z), determinar

dim(Im(T)) e dim(Ker(T)). T ¢é um isomorfismo? Por qué?
R.: dim(Ker(T)) =0; dim(Im(T)) =3; T nao é um isomorfismo

Se T™'(x,3,2)=(2x+y—z)+(x—y)t+(y—2)t* é oisomorfismo inver-

so de T, determinar T e seus espagos de saida e de chegada.

a,—a, a,—2a,—a, a,—2a,—3a,

:T(a0+a1t+a2t2):( , ) 3 j;T:PZ(ER)—>*R3

2 2
Sabendo que T é um automorfismo do R*> e que T(O,l)z(l,—l) e

12
T (1,0) = (5’5} determinar as expressoes de T e de T

R.: T(x,y)z(x+y,2x—y); T‘l(x,y)z(x-;—)’,Zx;)’j



MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Dada uma transformagéo linear T': U — V, mostrar-se-a que é convenien-
te, muitas vezes, trabalhar com uma matriz que a represente, ao invés de tra-

balhar com a expressao da transformacao linear. Este é o objetivo deste capitulo.

Considerem-se dois espacos vetoriais U e V sobre um corpo K, de

dimensodes n e m, respectivamente, a transformaqéo linear T:U >V e as
bases Bz{ul,uz,m,un} de U e Cz{vl,v2,~~-,vm} de V. Os vetores
T(ul),T(uz),---,T(un) sdo elementos de V e, portanto, se escrevem
como combinagdo linear da base C. Logo, existem numeros reais
a; (ISiSm;ISan)taisque:

T(ul)za“vl +a,v,+-+a, v,

T(uz) =a,V,+a,,v, +-+a, v,

(3):

T(un) =a,v,+ta,v,+-+a,v,

Definicio: A matriz P, de dimensdo mxn, dada por:

¢é chamada matriz da transformacao linear T em relagdo as bases B e C.
B B
Notacdo: P =[T:|C .

Observacoes:

1) As colunas da matriz P sao constituidas pelas coordenadas dos vetores

T(ul),T(uz),---,T(un) em relagdo a base C, ou seja:
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an ap, A1n
[r()]=| 2 | [r(e)]=| 2 | [T(w)]=) Y
aml am2 amn

Isso indica que P ¢é a matriz transposta da matriz dos coeficientes do siste-

ma linear S.

2) Cuidado com a notacdo! O leitor deve ficar atento as notagdes utilizadas
neste capitulo e a notagdo de matriz mudanca de base introduzida no

Capitulo 5:

B . I A s
. [TJC ¢ a matriz da transformacéo linear T em relacao as bases B e C.
De acordo com a definigdo, aplica-se a transformagdo T nos vetores da
base B e, posteriormente, escreve-se esses vetores como combinagdo

linear da base C

B, . .
. [M]C ¢ a matriz de mudanca da base B para a base C; nesse caso, s3o 0s

vetores da base C que sdo escritos como combinagéo linear da base B.

Exemplo: Seja T': R*— R’ a transformagio linear, definida por:

T(x,y,z) =(x —y,x+22).

Considerando-se a base candnica do iR° e a base C = {(1,1),(1,—1)} do R?,
determinar a matriz da transformacéo linear T em relacao as bases B e C.

A base candnica do R® é B= {(1,0,0),(0,1,0),(0, 0,1)}. A transformacgio
linear T, aplicada nos elementos dessa base, resulta em:
T(1,0,0)=(1-0,1+0)=(1,1)
7(0,1,0)=(0-1,0+0)=(-1,0)

T(0,0,1)=(0-0,0+2)=(0,2)

Escrevendo cada vetor como combinacéo linear da base C, vem:
(L1)=a(11)+b(1,-1)

(-1,0)=c(1,1)+d(1,-1)

(0,2)=e(L,1)+ f(1,-1)

de onde se obtém que:
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(L1)=1(11)+0(1,-1)

Lembrando que as coordenadas obtidas constituirdo as colunas da matriz

desejada, obtém-se:

5 1—% 1
po[1]-
0 — -1
2

Teorema: Sejam: U e V espagos vetoriais sobre o corpo K, de bases B e C, respec-

tivamente, e T:U — V uma transformacao linear. Entéo: [T(u)}c :[T]g -[u]B.

Demonstracao:

Hipoteses: T:U — V é transformacio linear; B e C sdo basesde Ue V
rese: [1(u)], =[1. [}
Sejam B= {ul,uz,---,un} e C= {vl,vz,---,vm} as bases de U e V, respecti-
vamente. Tomando-se u € U, existem em K escalares a ; (1 <i< n) tais que:
u=au, +au,+--+au,.
Logo, as coordenadas de u em relagdo a base B sdo:

a,

|:u:|B: agz ’

a

Tem-se:
T(u)zT(alul+a2u2+---+anun)=a1T(u1)+a2T(u2)+---+anT(un) (1)
Uma vez que os vetores T(ul),T(uz),---,T(un) pertencem a V, po-

dem-se determinar suas coordenadas em relagdo a base C; assim, existem

escalares bij eK (1 <i<m;1<j< n), tais que:
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T(u,)=by,v,+b,v,+---+b, v
(S): ET(uz)zblzvl+b22v2+---+bm2vm’
T(un)zblnvl+b2nvz+---+b v

e, portanto,

bll blz bln

B b21 bzz b2n
I

bml bmz bmn

Substituindo-se, na equa¢do (1), as expressdes de T(u i)(lSiSn) que

constam de (S), vem:
T(u)=a,(b,v, +byv,++b,v, ) +a,(b,v, +byv, +-+b, v, )+ +
+a, (b, +by, v, ++b,.v,.)
isto é,
T(u)=(ab, +a,b, +--+ab, v, +(ab, +ab,, +-+ab, )v,++

+(a1bm1 +ab,, ++ anbmn)v

-
Esta tltima expressdo de T(u) determina suas coordenadas em relagdo a
base C, ou seja,

ab, +a,b,+---+ab,
I:T(”)]C _ aby, +a2b22‘+“'+anb2n

albml + a2bm2 toeet anbmn

Essa matriz é resultante da multiplicagdo:

b, b, - b, q

b b b
[T(”)}C _ 21 2 2n a.z

bml me bmn an
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e, portanto, conclui-se que [T(u)}c =[T]§ -[u]B .

Corolario: Sejam: U um espago vetorial sobre K; B, e B, duas de suas bases;
Id o operador identidade de U. As coordenadas de um vetor u € U, em relagao

as bases B, e B,, estdo relacionadas por:

3 [ul, (1], {u],

o [u], =((T) L),

onde [Id ] ¢a matriz do operador linear Id em relagio as bases B, ¢ B, .

Demonstracao:

a) Hipéteses: U ¢ espago vetorial sobre K; B, e B, sdo bases de U; Id é o ope-
rador identidade de U

tese:[u], {14 i,
Sejam Blz{vl,vz,---,vn} e Bzz{wl,wz,---,wn} duas bases de U. O
operador identidade Id é tal que Id(u)zu, VueU. Como B, ¢é base

de U, entdo existem escalares a,€K, com 1<i<n tais que:

u=ay +a,v,+---+a,v,. Logo, as coordenadas do vetor u em relagdo a

base B, sao:
4,
(], = s
B, | |
a

n

Amatriz| Id ]2 é determinada escrevendo-se cada vetor Id(v,)=v,(1<i<n)
como combinagao linear dos vetores da base B,. Entdo, existem escalares
Cy>com 1<j<n e 1<k<n, tais que:

Id(v1 ) =V, =c W, +CyW, +tC, W,

Id(vz) =V, =C W, +Cp, W, +oo 4 C W,

(3):

Id(vn) =V, =C, W, +C Wy +otC, W,

235



236

|NTRODU§AO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

Portanto, a matriz procurada é:

i Cp Cin

|:Id:|B1 _ €y Oy Con
B,

Cnl CnZ Cnn

Fazendo-se o produto [Id]i‘ [u]B , segue-se que:
2 1

Chi Cin || B a6y T a6, T +a,c,
€y Cp Con || Bo || My T ayCyp +o-F a0,
Cnl Cn2 Cnn an alcnl +a2cn2 +'“+ancnn

Substituindo em u=a v, +a,v, +---+a,v, aexpressdo de cada v, do sis-

tema (S), vem:

u =al(cuw1 +c,,W, +---+cn1wn)+a2(c12w1 +c,,W, +"'+anwn)+'”+
+a,(c Wy +Cywy + ke, w, ).

Aplicando a propriedade distributiva e associando os termos conveniente-
mente, segue-se que:

U=(a,6;, +a,0, +Fa,0, )W, +(a,6, +ay0,, +F+a,0,, )W, +F
+(ayc, +ayc,, ++a,c, )w,.

Essa expressao mostra que u esta escrito como combinagéo linear dos ve-

tores da base B,. Logo, as coordenadas do vetor u em relagdo a base B, sdo:

a6y +axe, tortac,
[ul | @iy T Ay, Tt a0,
B, :

alcnl + azan ot ancnn

Conclui-se, assim, que [u]B =[Id]§1 -[uJB .
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b) Hipéteses: U é espago vetorial sobre K; B, e B, sdo bases de U; Id ¢ o
operador identidade de U

rese: [u], =([1aT} ) [u],

Multiplicando-se ambos os lados da expressdao [u]B :[Id]? [u]B pela

-1
matriz ([Id]? ) , obtém-se:

() Tud,, =(0a Ty ) (1T ], -
isto é,

[Ty ) [, =[], -

o que demonstra o item (b).

Exemplo: Sejam: T:R*> — P, (9{) , a transformacéo linear definida por:
T(xy)=(x—y)+(2x+y)t+(x+y)t?;
B= {(1,2),(2,0)} e C= {—2,1-|— t,2—t2} bases de R? ede P, (ER) , respec-

tivamente; u = (1,—1) e R,

Verificar que [T(u)]c :[T]i -[u]B , conforme se demonstrou no Teorema

anterior.

Inicialmente, determinam-se as coordenadas de u em relacdo a base B, isto

é, determinam-se escalares a e b tais que:
(L-1)=a(1,2)+b(2,0);

dessa igualdade, vem:
l=a+2b
{—1=2a ’

1 3
de onde se segue que az—E e sz;
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assim, [u] =
B

A transformagcao linear T, aplicada ao vetor u, produz:

T(u)=T(L-1)=(1=(=1))+(2-14+(-1) )t + (14 (1)) > =2+¢.

Escreve-se, agora, o elemento T (u) e P,(R) como combinagio linear dos

elementos da base C, ou seja, determinam-se escalares o, # e y tais que:
T(u)=a(—2)+ﬁ(1+t)+y(2—t2).
Entao:
2+t=a(—2)+ﬂ(1+t)+7/(2—t2):(—2a+,8+2;/)+ﬂt—yt2;

da igualdade de polindmios, segue-se que:

2a+p+2y=2
p=1
y=0

. . 1 .
Desse sistema, obtém-se: o = 2 P=1¢e y=0, ou seja, as coordenadas

de T(u) em relacdo a base C sdo:

[T(uﬂcz 1.

Determina-se, agora, a matriz da transformagdo linear T em relagdo as

bases B e C. Tem-se:

T(1,2)=-1+4t+3t> =a(-2) +b(1+t)+c(2-7)
T(2,0)=2+4t+2t* =d(-2)+e(1+1)+ f(2-17)

de onde vem que:
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—1+4t+3t> =(-2a+b+2c)+bt —ct’
2+4t+2t2 =(-2d+e+2f)+et— fi*

Tem-se, assim, o sistema linear:

—2a+b+2c=-1
b=4

c=-3
—2d+e+2f=2"
e=4

f==2

1
de onde se obtém: az—z; b=4;c=-3;d=-1;e=4; f=-2,ouseja:

L

2
[T]ﬁ: 4 4.

3 2

Efetuando-se o produto [T]ﬁ -[u]B , obtém-se:

L 1
2 1 2
2
4 4 H 1|=[T(u)]..
3 |4 0

Mostrou-se, assim, que [T(u)}c =[T]§ '[u]B.

Enunciam-se, a seguir, dois resultados, sem demonstragao.

Teorema: Sejam: U e V espagos vetoriais sobre um corpo K, de bases B e C,

respectivamente, e T:U — V e S: U — V duas transformagdes lineares. Entéo:

[T+ =[] +[SL-
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Teorema: Sejam: U, V e W espagos vetoriais sobre um corpo K, de bases B, C
e D, respectivamente, e T:U —V e §:V — W duas transformagdes lineares.

Entéo:
[so1], ~[sT, {71

Exemplo: Considerem-se as transformagdes lineares:

e T:R’ >R, definida por: T(x,y,z)=(x+y,x—2z);

«  S:®*—>R?, definida por: $(x,y)=(x+,2y).

Sejam B ={(1,0,1),(2,2,1),(1,-1L1)}, uma base de R’; C={(11),(0,2)}
uma base de R*, considerado como espago de chegada de T e como espago de
saida de S; D= {(0, 1) , (—1,2)} uma base de R?, considerado como espago
de chegada de S. Determinar a transformacao linear SoT e verificar que
[se1T,=[sT, {TT.-

Primeiramente, determina-se a transformacao linear composta de T e S,
isto é:

(S o T)(x,y,z) = S(T(x,y,z)) = S(x +y,x —Z) =

= ((x + y)+(x—z),2(x—z)) = (2x +y —z,2x—22)

Observe-se que So T é uma transformacio de 8> em R >, sendo este ultimo
espaco considerado com a base D. Para calcular a matriz [S ° T]BL;, deve-se apli-
car SoT em cada vetor da base B de R* e escrever os vetores resultantes como
combinacio linear dos vetores da base D de R?, ou seja:

(82T)(1,0,1)=(1,0)=a(0,1)+b(-1,2)

(SoT)(2,2,1)=(52)=c(0,1)+d(-12) .

(8oT)(1,-1,1)=(0,0)=¢(0,1)+ f(-1,2)
Entao:

(1,0)=(~b,a+2b)

(52)=(-d,c+2d),

(0,0)=(-f.e+2f)
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de onde se segue que: a=2; b=-1; c=12; d=-5;e=f =0.
Portanto, a matriz de SoT em relacdo as bases Be D é:

[SOTE:[z 12 OJ.

-1 -5 0

) . . B C I
E preciso, agora, calcular as matrizes [T]C e [S]D . Para calcular a primeira

delas, deve-se calcular a transformacéo linear T nos elementos da base B e, em

seguida, escrever esses vetores obtidos como combinagao linear da base C de
seu espago de chegada, isto é:

T(1,0,1)=(1,0)=a(1,1)+b(0,2)
T(2,2,1)=(41)=c(1,1)+d(0,2) .
T(1,-1,1)=(0,0)=e(1,1)+ f(0,2)

Portanto, a matriz procurada é:

R R B
[T]=
S I A
2 2

Para o cilculo da matriz [S]Z , faz-se:
S(1,1)=(2,2)=a(0,1)+b(-1,2)
$(0,2)=(2,4)=c(0,1)+d(-12)

de onde vem que:

{(2,2):(—b,a+2b)

(2,4)=(-d,c+2d)
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Resolvendo-se esse sistema, obtém-se os valores: a=6; b=-2; c=8§;

d=-2 e, assim, a matriz procurada é:

-5 )

Efetuando-se o produto [S]f) -[T]ﬁ , vem:

1 4 0
C B 6 8 2 12 0 5
B Y O e
2 2

Enunciam-se, a seguir, trés proposi¢oes, sem demonstragao.

Proposicdo: Sejam: U e V espagos vetoriais sobre o corpo K, com bases B e C,

C -1
respectivamente, e T:U — V' um isomorfismo. Entdo [Tfl ]B = ([T]i) .

. . X ~ s P B
Observacio: a matriz do isomorfismo T, em relacdo as bases B e C, é: [T] -

Conforme se viu no Capitulo 7, sendo um isomorfismo, T é bijetora e, portan-

. . . . -1 . . .
to, admite o isomorfismo inverso T~ :V — U . A matriz desse isomorfismo,
c
-~ \ , -1 . o~ ,
em relagdo as bases Ce B, é: [T J . O que se afirma nessa proposi¢ao é que,
B

. .. B
para obter essa ultima matriz, pode-se calcular a matriz inversa de [T] > ou
C B -1
. -1 _
seja, [T ]B —([T]C) .

Proposicdo: Sejam: U e V espagos vetoriais sobre o corpo K, com bases B e C,

respectivamente, e T:U — V uma transformagdo linear. Entao, T é um iso-

morfismo se, e somente se, det ([T]g) #0.

Observacio: a proposi¢do afirma que T admite o isomorfismo inverso se, e

. . B, .
somente se, o determinante da matriz [T] . éndo nulo.

Exemplo: Considere-se o operador linear
T:R> >R’
(x,y) = (x—2y,3x+y) .
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Mostrar que T é inversivel e determinar T "

Esse exemplo foi resolvido de outra forma no capitulo anterior. Aqui, mos-
trar-se-a que T ¢é inversivel mostrando-se que a matriz do operador linear em
relagdo a base canonica do R* ¢ inversivel, ou seja, que seu determinante é
ndo nulo.

Para isso, deve-se calcular T nos elementos da base canonica do R?* e

escrevé-los como combinagio linear dessa base. Tém-se:
T(1,0)=(1-0,3+0)=(1,3)=1(1,0)+3(0,1)
T(0,1)=(0-2,0+1)=(-2,1)=-2(1,0)+1(0,1)’

Assim, a matriz procurada é:

EE

Uma vez que det (I:T]) =7#0, segue-se que [T:l ¢ ndo singular, ou seja, é

inversivel, e, portanto, o operador linear T ¢ inversivel.

Para determinar T ', determina-se a matriz inversa de [T] Utilizando-se

qualquer método de inversdo de matrizes, obtém-se:

12
ENRLE
77
Entao:
12 1,42,
1 X X
v O W
-—- = ——x+—y
7 7 7 7

Assim, tem-se:

_ 1 2 3 1
T l(x,y)=(?“?y"?“?yj'

Proposicdo: Sejam: U e V espagos vetoriais sobre o corpo K; B e C, bases

de U; D e E, bases de V; T:U—V uma transformagdo linear. Entdo:

(7], =[], {7, [
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Teorema: Sejam: V, um espago vetorial sobre o corpo K; B e C bases de V;

T:V — V um operador linear; P =[M ]ﬁ amatriz de mudanga da base B para

a base C. Entio: [T]C =p™! -I:T]B .P.

Observacio: [T]B denota a matriz [Tﬁ, assim como [T] - denota a matriz
[T

Demonstracao:

Hipoteses: V é um espago vetorial sobre o corpo K; B e C sdo bases de V;
T:V —V éum operador linear; P :[M ]g ¢ a matriz de mudanca da base B
para a base C

Tese: [T]C =p! -[T]B -P

Sejam B= {ul,uz,---,un}e C ={v1,v2,---,vn} as bases de V consideradas
na hipdtese e u € V. Determinar-se-a a matriz de mudanga da base B para a
base C. Para isso, escrevem-se os vetores da base C como combinacéo linear

dos elementos da base B:

Vv, =aj iy +6121Ll2 +-~-+an1un

VvV, =a,,u, +{122M2 +---+an2un )

; (1)
Vn = alnul + a2nu2 +oet annun
assim, obtém-se:
a4y A,
p =[M]B _ )y Gy Ao
c
anl anZ ann

Determinar-se-ao, agora, as matrizes de T em relagdo as bases B e C. Para
. B .
determinar [T}B =|:T:|B, deve-se escrever, para cada 1<i<n, T(u;) como

combinagdo linear dos vetores u,u,, -+, u,, , isto é
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T(ul) =bu, +byu, +--+b,u,
T(u2)=b12u1+b22u2 +-+b,u, 2)

T(u,)=b,u, +b,u,+--+b, u,

Assim, a matriz de T em relagdo 4 base B é:

bu b12 bln

b21 bzz bZn
[T]B I

bnl bnz e bnn

, . C
De modo analogo, Para determinar [TJC :[TJC, deve-se escrever, para

cada 1<i<n, T(vi) como combinagdo linear dos vetores v,,v,,---,v,, isto é:
T(vl) =cy Vv, tCyV, e, Y,
T(VZ):CUVI TV Tt eV, 3)
. b

T(vn ) =c.,V, +C, vyt v,

e, portanto, vem:

Ch i Cin

[T:I _ € 2 Con
C

Cnl Cn2 Cnn

Sendo T um operador linear, a partir das equagdes (1), obtém-se:

T(vl) =auT(ul)+a21T(u2)+~-+an1T(un)
T(v2)=a12T(u1)+a22T(u2)+---+an2T(un) @)

T(vn ) = alnT((u1)+ %nT(“z) et annT(un)
Em (4), na expressdo de T(vl), substitui-se o primeiro membro pela pri-

meira equagao de (3) e, no segundo membro, substitui-se T(u i) , (1 <i< n) ,

pelas equagdes de (2), obtendo-se:
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CpVy+CyVy ot v =a11(b11u1 +b,u, +---+bn1un)+

n

+ay (b, +byyuy +o+byu )+ +a, (b +b,u, ++b,u )

nn-—n

Por outro lado, substituindo-se as expressoes de v, (1 <i< n) , dadas em

(1), vem:

e (anu, +ayu, +Fau,)+ 0y (au +apu, +oFa,u, )+t

+c,, (a1n”1 +a,,u, ++a )= a, (bnu1 +byu, ++ bnlun)+

nn-n
+ay, (b, +byyuy +- 4 b, )+ a, (byu, +byu, + b, u)
ou seja,
(Cuau tCpyly Tt Cnlaln)ul +(C11a21 tCyay et Cn1“2n)”2 oot

+(Cuam TCud, Tt Cnlann)un = (allbll +ay b, +"'+an1b1n)”1 +

+(‘1111721 +ay by, +"'+an1b2n)”2 +"'+(5‘11bn1 tayb,,++a,b,, )”

e
Da igualdade de vetores, obtém-se:
€1yl +€yay, +ortc,a, =a,b, +ayb, +--+a, b,
€y + 6yl +tc,a,, = a11b21 + azlbzz teeet anlen

(5)

Cllanl + CZlanZ +eet Cnlann = allbnl + aZlan R anlbnn

Escrevendo essas equagdes na forma matricial, obtém-se:

11 12 1n 11 12 1n
a21 a22 aZn 621 C22 C2n _
anl anz ann Cnl Cn2 Cnn
bll b12 bln 11 alZ aln
| Y2 bzz D || G Gy o Gy,
bnl an T bnn anl anz ann
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Tem-se, entdo, o produto das matrizes:
PT] =[T],P.

Sendo P inversivel, podem-se multiplicar ambos os membros dessa equa-

¢do por P!, obtendo-se:
PT'P[T] =P7'[T] P,
ou seja,
[T] =P7[T],P.

De modo andlogo, trabalhando-se com T(v2 ),- . -,T(vn ), obtém-se o pro-

duto de matrizes anterior.

Exemplo: Determinar o operador linear do R” cuja matriz em relagio a base

B={(1,2),(0,5)} ¢ G _3

e[,

Por defini¢ao, para se obter [TE , calcula-se o valor de T em cada vetor da

base B e se escrevem esses vetores como combinagdo linear dos vetores da
propria base B. Os escalares dessas combinagdes lineares sdo os elementos des-

sa matriz. Ou seja:

T(1,2)=3(1,2)+2(0,5)=(3,16)
{T(o,5)=1(1,2)—1(o,5)=(1,_3)' (1)

Tomando-se um elemento genérico (u, v) e R% quer-se determinar T' (u, v).
Uma vez que T é um operador linear do R2, tem-se que T(u,v) e R% ou seja,
T( u,v) = (x, y). Assim, (x, y) pode ser escrito como combinac¢io linear da

base B, ou seja:
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(x,y)=a(1,2)+b(0,5)=(a,2a+5b),
de onde se segue que:

a=x
_2x+y-
5

b

Substituindo-se esses valores de a e b em (2), vem:

T(x,y)=xT(1,2)+(_2’;+y)T(o,5);

por outro lado, das equagdes (1), vem:

T(x,y) = x(3,16) +(_2x5+ yj(1,—3) ,
e, portanto, a expressio de T é:

13x+y 86x—3
T(x,y)z( s y, s y).

8.1. EXERCICIOS PROPOSTOS

(2)

1) Sejam F:R*> >R’ e G:R> >N’ transformagdes lineares tais que a ma-

2 1

triz de F+G em relagio as bases canonicas do R* edo R é |0 1.

33

Sabendo-se que F(x,y)z(x,x—y,Zy), determinar a matriz de G em

~ \ A e 2 . .
relagio as bases candnicas do R’ e do R’. Em seguida, determinar a

expressao de G(x, y).

1

R.: [GJ: -1 2 ;G(x,y):(x+y,—x+2y,3x+y)

3.1
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1

2) SejaF:P,(R)— RNa transformagdo linear definida por F(p(t)) = j p(t)d.
-1

Determinar a matriz de F em relagao as bases B = {1,1 +t,—1+ tz} de P, (ER)

-1

e C:{—Z} de R. R.: [F]i =|-1

3) Seja T:R>—> M, (‘R) a transformagao linear cuja matriz em relagao as

A 3 . .
bases canodnicas do R~ e de M, (iR) é . Considerando-se o

O O
S = = O
==

vetor u = (2, -1, 3) , determinar as coordenadas de T(u) em relacao a base

canOnicade M 5 (ER) . Determinar a expressao de T(x, y,z) .

4) Seja F o operador linear do R’ cuja matriz em relagio a base

B= {(1,0),(1,4)} é [F]i = [; U . Determinar a matriz de F em relagdo a

6 -1
base canonica do R?2. R.: [F]C =
C 20 -4
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1 -1 2 -1
5) Sejam: [T]ﬁ =2 1 -1 0| a matriz de uma transformagéo linear
-3 0 0

T:M, (‘R)—)Pz(‘ﬁ); B e C as bases canénicas de M,(R) e de P,(R),
respectivamente. Sabendo-se que as coordenadas do vetor ue M, (‘.R),

2

emrelacdo a base B, sdo L determinar as coordenadas do vetor T(u)

3

em relagdo a base C. Qual é a expressio de T:M, (iR)—)PZ(iR)?

2
R:[T(u)] =2 ;:r(a Z]:(a—b+2c—d)+(2a+b—c)t+(a—3b)t2
5
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No capitulo 8, viu-se que é possivel determinar a matriz de uma transfor-
magao ou de um operador linear em rela¢ao a qualquer base do espago onde
estdo definidos. Neste capitulo, considerado um operador linear T:V -V,
quer-se determinar uma base de V em relagao a qual a matriz de T seja a mais
simples possivel. Mostrar-se-a que essa matriz ¢ diagonal, o que justificard a
nomenclatura de operador diagonalizdvel. Para tanto, sio necessarios algumas

definicdes e resultados.

9.1. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Definicdo: Sejam: V um espago vetorial sobre o corpo K dos niimeros comple-
xos oureaise T:V — V um operador linear. Um vetor ndo nulo veV éum
autovetor de T se existir um escalar 4 € K tal que T(v) =Av. O escalar 4 é

chamado de autovalor de T associado ao autovetor v.

Observacdo: podem ser usadas, alternativamente, as seguintes expressoes
para “autovetor’: vetor préprio ou vetor caracteristico. Analogamente, podem
ser usadas as seguintes expressdes para “autovalor”: valor préprio ou valor

caracteristico.
Exemplo: Sejam: V um espago vetorial sobre um corpo Ke T = H ; a homotetia
de razdo A, definida por:
H,:V >V
vis>H,(v)=Av

Pela defini¢ao do operador linear H ,, vé-se que todo vetor de V ¢ um

autovetor, com autovalor 4.

Proposicdo: Seja T:V —V um operador linear. O autovalor A4 ¢ univoca-

mente determinado pelo autovetor v de T.
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Demonstracao:
Hipoteses: T:V —V é um operador linear; v é um autovetor de T
Tese: 0 autovalor A é unico

De fato, suponha-se que existam dois autovalores 2 e A" associados ao

autovetor v, isto é:
T(v)z/lv e T(v)le*v.

Entao:

/11/:1*1/:(2—/1*)1/:0:/1—/1*=O:>/”t=/1*.
Logo, o autovalor A determinado por v é tnico.

Observacio: este resultado significa que cada autovetor esta associado a apenas
um autovalor, ou seja, cada autovetor gera um Unico autovalor. Entretanto,

como se vera a seguir, cada autovalor pode gerar infinitos autovetores.

Definicdo: Sejam: V um espago vetorial sobre o corpo K dos niimeros comple-
xosoureaise T:V — V um operador linear. Dado o autovalor A € K, o subes-

paco proprio de A é o subespaco V(i) , dado por:

V(/I)z{veV/T(v)z/lv}.

Proposicdo: Sejam: V um espago vetorial sobre o corpo K dos nimeros com-
plexos ou reais e T:V — V um operador linear. Dado o autovalor 4 € K as-

sociado ao autovetor v € V, o subespaco préprio de 4 é V(l) = Ker(T - Ald )

Demonstracao:

Hipoteses: V é espago vetorial sobre K; T:V — V ¢ operador linear; 1€ K ¢é

autovalor de T associado ao autovetor veV

Tese: V(/L) = Ker(T - /Ud)

Da defini¢do de V (/l), tem-se que o subespaco proprio de A é constituido

pelos elementos de V tais que T(v) = Av. Entéo, vem:

T(v)zlv:T(v)—/lv=0:>T(v)—i[d(v)=0:>(T—/1[d)(v)=0,
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e, portanto, v pertence ao nucleo do operador linear (T —/Hd). Assim, po-

de-se escrever:

V(A)=Ker(T-A1d).

Exemplos:

1) Seja T:R*>—R* o operador linear definido por T(x,y) = (y,x) . Deter-

minar os subespagos proprios, se existirem.

Inicialmente, observe-se que esse operador é a reflexdo em torno da reta

y =x . A representagao geométrica de T ¢é apresentada na Figura 9.1.

Primeiramente, ¢ preciso verificar se existem autovalores. Para tanto, con-
. 2 P
siderem-se v= (x,y) eNn (v # 0) e AeR. Impondo-se a condi¢ao

T(v) =Av, ou seja, T(x,y) = /'L(x,y) , vem:

(rnx)=2(xy),

de onde se segue que

y=Ax

x=1y
Conclui-se, assim, que 4 =-1 ou 4 =1, ou seja, existem dois autovalores.
Determinam-se, agora, os autovetores associados a cada autovalor.

Figura 9.1

T(v)

253
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Para A, =-1, tem-se:

y=-1-x
x=—-1-y

ou seja, 4, =—1 gera vetores da forma v, = (x, —x). Mais precisamente,
A, =—1 gera o subespago préprio V(—l) = {(x,y) eR’/y= —x}. Geome-
tricamente, os vetores desse subespago pertencem a reta bissetriz do 2° e 4°

quadrantes, onde T'(v,)=—v, (Figura9.2).

Figura 9.2

T(v4)

Vi

Para 4, =1, tem-se:

y=1-x

x=1-y
ou seja, A, =1 gera vetores da forma v, = (x, x). Esse autovetor gera o
subespaco proprio V (1) = {(x, y) eR/y= x}. Geometricamente, os veto-

res desse subespaco pertencem a reta bissetriz do 1° e 3° quadrantes, onde

T(vz) =v, (Figura 9.3).
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Figura 9.3

Y

2)

Seja T:R*> — N> o operador linear dado por T(x,y) =(—y,x), que é a

rotagdo de um angulo de 90° em torno da origem. Determinar, se existi-

rem, os subespagos proprios.

A representagdo geométrica de T é

apresentada na Figura 9.4.

Figura 9.4
Yy
y .......... A
v
RO X :
: v :
5 3 5 ’
Sejam v = (x,y) e R? (v * 0) e A €N .Impondo-se a condi¢ao T( ) =Av,
ou seja, T( ,y) = ﬂ(x,y), vem:



256 | INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

de onde se segue que
—y=Ax
x=A1y
Substituindo-se a primeira equagdo na segunda, vem:
x=A (—ﬂ,x) R
ou seja,
Azx+x=0:>(/12 +1)x=0.

Para que essa equacio seja verdadeira para todo x, deve-se ter 4> +1=0;
entretanto, essa equa¢ao nao admite solugdo em R . Conclui-se, assim, que
ndo existem numeros reais A tais que T(x, y) = /I(x, y), isto é, nao exis-

tem subespagos proprios.

3) Seja T:R> >N’ o operador linear dado por T(x,y,z) = (x,y,O). Deter-
minar, caso existam, os subespagos proprios.
O operador T é a proje¢ao ortogonal de um ponto (x, y,z) sobre o plano
Oxy. Geometricamente, pode-se visualizar a a¢gao do operador linear T na

Figura 9.5.

Figura 9.5

(x,y,0)
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Sejam A €R e um vetor ndo nulo v = (x,y,z) e R’. Impondo-se a condi-

¢io T(v)=Av, tem-se:
T(x,y,2)=A(x1.2),
isto é,
(%,9,0)=A(x,9.2),

de onde vem:

x=Ax
y=4y. (1)
0=Az

Dessas equagdes, conclui-se que ha dois valoresde 1: 4, =0e 4, =1.

Substituindo-se o valor A, =0 nas equagdes (1), obtém-se:

x=0x
y=0y,
0=0z

de onde se conclui que x =0, y =0 e z pode assumir qualquer valor, isto &,
obtém-se o vetor v, = (0,0,z). Assim, V(O) = {(x,y,z) eR’/x=y= 0}
¢ o subespago proprio gerado por A, =0. Esse subespago, geometricamen-

te, é 0 eixo Oz c R’ (Figura 9.6).

Figura 9.6
z
V(0)

N
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Figura 9.7

z

Substituindo-se, agora, o valor A, =1 nas equagdes (1), obtém-se:

x=1x
y=1ly,
0=1z

de onde se conclui que z=0 e x e y sdo quaisquer, isto ¢, obtém-se o vetor
v,= (x,y,O). Assim, V(l) = {(x,)/,Z) eR’/z= 0} é o subespaco proprio
gerado por A, =1. Esse subespago, geometricamente, é o plano Oxy — R’

(Figura 9.7).

Definicdo: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chama-se polindmio ca-

racteristico da matriz A, denotado por P, (/1), ao determinante: det (A —Ald )

Observacdo: nessa defini¢do, Id denota a matriz identidade de ordem n.

Assim, se
all a12 1n
a a
21 22 2
A= ",
anl anZ ann

entao:



a4y A,
a a
21 22 2
A-Ald= "
anl n2 arm
an -1 a
| 8y Aap -4
anl anz
Logo,
an -4 ap
a a,, —A
21 22
Pe (’1) =
a a

Operadores Diagonalizaveis

1 0 0
0 1 0
_ﬂ/ =
0 0 1
aln
aZn
a,, —A
aln
a2n
-1

Proposicao: Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Demonstracao:

Hipotese: A e B sdo matrizes semelhantes

Tese: A e B tém o mesmo polindmio caracteristico

De fato, sejam A e B duas matrizes semelhantes. Entdo, existe uma matriz
inversivel P tal que: A=P 'BP.Entio: A— Ald=P 'BP - AId . Calculando o
determinante das matrizes desta equagdo, vem:

|4~ A1d|=|P~'BP - A1d|=|P'BP — P A1dP|= P (B~ A1d) P| =

_ ‘P‘IHB — 21d||P|=|B - A1d|

Logo, A e B tém o mesmo polinémio caracteristico.

1 3
Exemplo: Mostrar que as matrizes Az( J e B=

semelhantes.

2 1

N |Ww | »n
—_

| 259
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Mostrar-se-4 que essas matrizes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Tem-se:
-1
PC(Z,)A:det(A—Md)z‘l 2
ou seja,
Po(4),=4"-24-5.
Por outro lado, tem-se:
>, 2
Pe(2),=det(B-21)=* . % |,
-- —-—-A
2 2

de onde segue-se que

Po(4),=A*-24-5.

Como P, (l)A =P, (/1)3 , conclui-se que A e B sdo semelhantes.

Definicdo: Sejam V um espaco vetorial de dimensaone T:V — V um opera-
dor linear. Chama-se polinomio caracteristico do operador T o polindmio

caracteristico da matriz de T em relagdo a qualquer base.
Notacdo: P (l)

Exemplo: Seja T:R*> — R’ o operador linear definido por:
T(x,y,z) = (x,x+ Yo X+ z) .
Determinar o polindmio caracteristico de T em relagao:
a) abase candnica do R°.
b) abase B={(10,1),(2,3,0),(1,-1,2)}.
a) Abase canonicadoR’é:C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Para determinar
a matriz de T em relacdo a essa base, calculam-se primeiramente, os

vetores resultantes da aplicacao de T em cada um dos vetores da base,

isto é:



b)
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T(1,0,0)=(11+0,1+0)
7(0,1,0)=(0,0+1,0+0)
T(0,0,1)=(0,0+0,0+1)

(LL1)

(0,1,0).
(0,0,1)

A matriz de T em relagao a essa base é aquela cujas colunas sdo as coor-

denadas dos vetores encontrados, ou seja:

[T].=

—
(= =)
—_ o O

Portanto, o polindmio caracteristico de T é o polindmio caracteristico

dessa matriz, isto é:

1-4 0
P (A)=det([T],~Ald)=| 1 1-2
1 0 1-4

e, portanto,

P (2)=(1-2)" =-2*+32% =32 +1.

Calculando o valor de T em cada vetor da base, obtém-se:

T(1,0,1)=(1,1+0,1+1)=(1,1,2)
T(2,3,0)=(2,2+3,2+0)=(2,5,2)
T(1,-1,2)=(1,1-11+2)=(10,3)

Escrevendo-se cada um dos vetores como combinagéo linear dos veto-

res da base B, tem-se:
e (L1,2)=a(1,0,1)+b(2,3,0)+c(1,-1,2),
de onde vem que:

l=a+2b+c
1=3b—c¢
2=a+2c
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de onde se conclui que
a=-8
b=2
c=5
o (2,52)=d(1,0,1)+¢(2,3,0)+ f(1,-1,2),
ou seja,

2=d+2e+f
5=3e—f ,
2=d+2f

de onde se segue que

d=-18
e=5 .
f=10

« (1,0,3)=¢(1,0,1)+h(2,3,0)+i(1,-1,2),
isto &,
l=g+2h+i

0=3h—-i ,
3=g+2i

e, portanto,

g=-9
h=2

i=6

Assim, a matriz [T] B é:

-8 -18 -9
[T].=| 2 5 2|
5 10 6



Operadores Diagonalizaveis |

Logo, o polindmio caracteristico de T é o polindmio caracteristico
dessa matriz, isto é:
-8-4 -18 -9
P (A)=det([T],-2d)=| 2 5-2 2
5 10 6-4

e, portanto,

P (A)=-2°+32"-31+1

Assim, independentemente da base, o polindmio caracteristico de um

operador linear T é sempre o mesmo.

Proposicdo: Seja V um espaco vetorial de dimensdone T:V —V um ope-
rador linear. Os zeros do polindmio caracteristico do operador T sdo seus

autovalores.

Observacao: os zeros do polindmio caracteristico P (/1) sdo as raizes da equa-
gdo P (/1) =0.

Teorema: Autovetores associados a autovalores distintos sdo LI.

Demonstracao:

Hipoteses: T:V —V é um operador linear; VsV, eV, S30 autovetores as-

sociados aos autovalores A,,4,,---, 4, , distintos entre si

Tese: os autovetores v,,v,, --,v, sdo LI

Considere-se o operador linear T:V =V e sejam v,,v,,---,v, autoveto-
res associados aos autovalores 4,,4,, -, 4, distintos entre si. A demonstra¢ao

sera feita por indugao.

Para k =1, tem-se apenas um autovetor v,, associado ao autovalor 4,, o

qual é LI, pois é ndo nulo.

Para k =2, tém-se os autovetores v, e v,, associados, respectivamente, aos

autovalores A, e A,. Demonstrar-se-a que v, e v, sdo LI

De fato, tomando-se escalares «, e «, tais que:

263
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ay, +a,v, =0, (1)
vem:
T(oclv1 + azvz) = T(O),
ou seja,
T(alvl) + T(azvz) =0,
isto é,
alT(vl) + aZT(vz) =0.
Sendo v, e v, autovetores associados, respectivamente, aos autovalores
A, e A, pode-se escrever:
al(ﬂlvl)Jraz (/121/2):0. (2)
Multiplicando-se a expressdo (1) por 4,, obtém-se:
a A, +a,A,v, =0. (3)
Subtraindo-se membro a membro a equacio (2) da equagéo (3), vem:
a, (/12 —/ll)vl =0,

de onde se segue que @, =0, jd que v, #0 e A, # A,. Substituindo-se &, =0 em

(1), conclui-se que &, =0 e, portanto, conclui-se que v, e v, sdo LI

Supondo-se que sdao LI os autovetores v ,v,,:-,v, (1<k<r), demons-
trar-se-a que v,,v,, -, V,,, sdo LL De fato, sejam «,,a,,-,a,,, escalares

tais que
av, +a,v, +t o v, =0. (4)
Tem-se:
T(aw, +aw, ++a, v, )=T(0),

ou seja,
T(aw,)+T(a,v,)++T(a Vi) =0

ou, ainda,
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al(ilvl)+a2(/121/2)+---+ak+1(/1k+1vk+l)=0. (5)
Multiplica-se, agora, a expressdo (4) por A,,, e vem:

oA VO A Yy e A A Vi =0 (6)
Fazendo-se (6) - (5), vem:

a, (ﬂkﬂ —Al)vl +a, (/”tk+1 —/12)1/2 +ota, (/1,(+1 —lk)vk =0.

Uma vez que os vetores v;,v,, -,V sdo LI e os autovetores sao distintos,
conclui-se que o, =a, =---=a, =0. Substituindo-se esses escalares em (4),
conclui-se que «a,,, =0 e, portanto, os vetores v,,v,,--,v,, sdo LI, o que de-

monstra o teorema.

Observacio: a reciproca desse teorema néo é verdadeira, ou seja, se os autove-
tores v,,v,, -, v, sdo LI, isso ndo significa que eles sdo associados a autovalores
distintos. De fato, considerando-se, por exemplo, a homotetia de razdo A, isto

é, o operador
H,:V->V
v |—>H/1(v)=/1v’

sendo V um espago de dimensdo n>1, vé-se que todo vetor de V é um auto-

vetor associado a um tnico autovalor, que é 4.

Corolario: Se V é um espaco vetorial de dimensaone T:V — V é um opera-
dor linear que admite n autovalores distintos, entao V possui uma base cujos

elementos sdo autovetores de T.

Exemplo: Considere-se o espaco vetorial real R’ e o operador linear definido

por:
T(x,y,z) =(3x—6y+4z,x—4y+4z,x—3y+3z) .
Mostrar que existe uma base do R’ constituida de autovetores de T, con-
forme afirma o coroldrio anterior.

. ~ \ A s 3 4
A matriz de T em relac¢éo a base canonica C do R’ é:
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3 6 4
[T]C=1—4 4
1 -3 3

O polindmio caracteristico de T é obtido através do determinante:

de onde vem:
P (A)=-A’+24*+1-2,

cujas raizes sdo os autovalores de T: 4, =-1, 4,=1 e A,=2. Tem-se, por-

tanto, 3 autovalores distintos. Determinam-se, agora, 0s autovetores:

Para A, =1, tem-se:

3+1 -6 4 X 0
1 —-4+1 4 y =01,
1 -3 3+1)\z 0

de onde vem que:

4x—-6y+4z=0
x=3y+4z=0 .
x—=3y+4z=0

A solugao geral desse sistema é:

x=2z
, VzeR, com z#0.
y=2z

Logo, A, =—1 gera autovetores da forma v = (ZZ,ZZ,Z), VzeR, comz#0.

Em particular, para z =1, tem-se o autovetor v, = (2,2,1).
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Para A, =1, tem-se:

de onde se obtém o sistema:

2x—6y+4z=0
x—=5y+4z=0,
x=3y+2z=0

cuja solugdo geral ¢ dada por:

xX=z
{ , VzeR, com z#0.
y=z

Logo, A, =1 gera autovetores da forma v = (z,z,z), VzeR, com z#0.

Em particular, para z =1, tem-se o autovetor v, = (1, 1,1).

Para 1, =2, tem-se:

1 -3 3-2
ou seja,

x—6y+4z=0

x—6y+4z=0

x=3y+z=0

cuja solugdo geral ¢ dada por:

x=2z
{ , VzeR,com z#0.
y=z
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Logo, A, =2 gera autovetores da forma v = (22, z,z), VzeR, com z=0.

Em particular, para z =1, tem-se o autovetor v, = (2,1,1).

Pode-se verificar que o conjunto B= {(2,2,1),(1,1,1),(2,1,1)} é Ll e, por-

tanto, é uma base do R°, a qual é formada por autovetores de T.

9.2. DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES

Teorema: Seja V um espago vetorial n-dimensional. A matriz [T]B de um
operador linear T:V — V, em relagao a uma base B, ¢ uma matriz diagonal se,

e somente se, essa base B é formada por autovetores de T.

Demonstracao:

Condicao necessdria:
Hipoteses: B = {vl,vz,---,vn} ¢ basede Vewv,,v,,--,v sdo autovetores de T
Tese: a matriz de T em relagdo a base B ¢ diagonal
De fato, sendo v,,v,,--+,v, autovetores de T, tem-se:
T(vl) =Av,
T(v2 ) =Av, ’

onde 4, (1 <i< n) sdo os autovalores, ndo necessariamente distintos. Ou seja,

T(vl)zﬂlvl +0v, +---+0v,

T(v,)=0v, + A, +-+0v, '

T(vn)=0v1+0v2+---+ﬂnvn

Assim, a matriz do operador T, em relacdo a essa base, é:

0

1
0 A
[Th=| ..
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Vé-se, assim, que a matriz de T em relagdo a uma base de autovetores é

diagonal.

Condicao suficiente:
Hipéteses: B’ ={u1,u2,---,un} é base de V e a matriz de T em relacdo a essa
base ¢ diagonal

Tese: u,,u,, -+, u, sao autovetores de T

Seja
a, 0 - 0
0 a 0
[Th=|
0 0 - a

a matriz de T em relagdo a base B'.
Tem-se, entdo:

T(u1)=a1u1+0u2+---+0un
T(u2)20u1+a2u2+---+0un

T(un)=0u1+0u2 +eta,u,

e, portanto, os vetores u, (1 <i< n) sdo autovetores de T associados aos auto-

valores a, (1 <i< n), ou seja, a base B’ é composta de autovetores de T.

A defini¢ao seguinte define o que é um operador diagonalizavel.

Definicdo: Seja T:V — V um operador linear. Diz-se que T ¢ um operador

diagonalizavel se existir uma base de V formada por autovetores de T.

Observacio: por essa defini¢ao, se V tem dimenséo # e se o operador ¢ diagona-
lizavel, entao existe uma base B de V constituida por autovetores de T, associados
a autovalores 4, (1<i<n). Conforme se viu acima, a matriz de T em relagio a

essa base ¢ diagonal, sendo que sua diagonal contém os autovalores, isto é,

0

1
0 2
[Th=|..
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O questionamento que se pode fazer é: qual é a posigao dos autovalores A,
na diagonal?

O que determina a posi¢do dos autovalores na diagonal é a posi¢ao dos
autovetores dentro da base B. Lembrando que as raizes do polindmio caracte-
ristico de T sdo seus autovalores, é possivel que haja raizes (isto ¢, autovalores)
com multiplicidade maior do que 1. Assim, a matriz de T em relagdo a base de
autovetores é formada por blocos, cujas ordens sdo iguais a multiplicidade dos

autovalores A, (1 <i< n), como raizes do polindmio caracteristico.

Por exemplo, se o polindmio caracteristico de um operador linear T é:

P, (A)=(2-4)(2+3)",
conclui-se que a raiz 4, =4 tem multiplicidade 1 e que a raiz A, =-3 tem
multiplicidade 2. Entdo, a matriz de T em relacao a base dos autovetores asso-

ciados a esses autovalores é formada por dois blocos: um de ordem 1, associa-

do ao autovalor A4, =4 e um de ordem 2, associado ao autovalor 4, =-3.

Portanto, a matriz [T]B pode apresentar as seguintes formas:

41 0 0 -3 0| O

0{-3 Ofjou| 0 =-3| O

0| 0 -3 0O 0| 4
Exemplos:

1) Verificar quais dos operadores T'é diagonalizavel. Para os que forem, exibir
a matriz de T em rela¢do a base de autovetores.
a) T(x,y) = (x +4y,2x+3y)
b) T(x,y,z) = (Sx -6y —6z,—x+4y+2z,3x -6y —42)
a) Observe-se que T é um operador linear de )R> em R’ . Para determi-
nar os autovalores, calculam-se as raizes do polindmio caracteristico de

T. Como o polindmio caracteristico é o mesmo em relacao a qualquer

7 A . 2 . .
base, usar-se-a a base canonica de R” para construir a matriz de T.
Tem-se:

{T(1,0)=(1+o,2+0)=(1,2)

T(0,1)=(0+4,0+3)=(43)’
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e, portanto, sua matriz em relagao a essa base é:

RN

Assim, o polindmio caracteristico de T é o determinante:

PT(}“)Z

1-1 4

=A% —41-5.
2 3-1

AL . 7 7 = 2
Os zeros desse polindmio, isto é, as raizes da equagdo A~ —44-5=0,
sdo A, =-1 e A, =5. Portanto, esses sdo os autovalores de T. Para de-

terminar os autovetores associados, faz-se:

T(v)=Av,

ou seja,

[T-A1d](v)=0.

Tomando-se um vetor v = (x,y) , vem:
1-4 4 X 0

2 SOH)

Entao:

e para A, =-1, tem-se:

de onde se segue que

2x+4y=0
2x+4y=0’
ou seja,
x==2y.

Assim, os autovetores associados a esse autovalor sio do tipo
v=(—2y,y)=y(—2,1). Fazendo-se, por exemplo, y =1, obtém-se o

autovetor v, = (—2,1).
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e para A4, =5, tem-se:

(55 0H6)

isto &,
—4x+4y=0
2x-2y=0

De onde se conclui que x = y.

Logo, os autovetores associados a esse autovalor sdo do tipo
y= (x,x) = x(l,l). Tomando-se, por exemplo, x =1, obtém-se o auto-
vetor v, = (1,1).

Observe-se que esses autovetores sdo LI, pois, se a, e a, sdo escalares
tais que:

ayv,+a,v,=0,

vem:

a,(-2,1)+a,(1,1)=(0,0),

ou seja,

(24, +a,,a, +a,)=(0,0),

de onde vem que:

—2a,+a, =0
a,+a,=0"

A resolugao desse sistema linear leva a solugdo trivial, isto é,a, =a, =0
e, portanto, os vetores v, e v, sio LI e formam uma base de R?, isto ¢,
B ={(—2,1),(1,1)} ¢ uma base de R°. Conclui-se, assim, que T ¢ um
operador diagonalizavel e sua matriz em relagdo a essa base é uma
matriz diagonal, cuja diagonal principal é formada pelos autovalores,

ou seja:

e )



b)
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. 5 0
E claro que [T]B = [0 J ¢é também a matriz de T em relagdo a base

B. A ordem dos autovalores na diagonal da matriz depende da posigao

dos autovetores dentro da base B.

Aqui, tem-se que T é um operador linear de R* em R°. Para determi-
nar os autovalores, calculam-se as raizes do polindmio caracteristico de
T. Usar-se-4 a base candnica de R* para construir a matriz de T.
Tem-se:
T(1,0,0)=(5-0-0,-1+0+0,3-0-0)=(5,-1,3)
T(0,1,0)=(0-6-0,0+4+0,0-6—-0)=(-6, 6)
T(0,0,1)=(0-0-6,0+0+2,0-0—4)=(-6,2,—4)

7

. . P A e 3
Assim, a matriz de T em rela¢do a base canonica de R~ é:

5 -6 -6
[T]=|-1 4 2
3 6 —4

portanto, seu polindmio caracteristico é:

5-2 =6 -6
P.(A)=| -1  4-2 2 |=-2’+51"-81+4.
3 -6 —4-2

Determinando-se os zeros desse polindmio, isto ¢, as raizes da equagdo
~2°+51* -84 +4=0, obtém-se: A, =1, com multiplicidade 1, e 4, =2,

com multiplicidade 2. Logo, o polindmio pode ser escrito na forma:

2
Py (A)=(2-1)(3-2)"
Para determinar os autovetores associados, toma-se um vetor

V= (x,y,z) e impoe-se a condiqéo:

T(v)ziv,

ou seja,

[T - /Hd](v) =
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ou, ainda,
5-1 -6 -6 X 0
-1 4-1 2 y|=/0].
3 -6 —4-2 )\ z 0
Entao:

e para 4, =1, vem:

4 -6 —-6)\x 0
-1 3 20y 1=0{,
3 -6 -5/)\z 0

de onde se obtém o sistema linear

4x—6y—6z=0
-x+3y+2z=0.
3x-6y—-5z=0

De sua resolugido, obtém-se:

x==-3y

z=-3y
Assim, os autovetores associados a esse autovalor sio do tipo
y= (—3y,y,—3y) = y(—3,1, —3). Fazendo-se, por exemplo, y=1, ob-

tém-se o autovetor v, = (—3,1,—3).

e« para A, =2, vem:

3 6 —6)x) (0
-1 2 2| yl=]0}
3 6 —6)lz) (0

de onde vem que:

3x—6y—6z=0
—x+2y+2z=0,
3x-6y—6z=0

que leva a solugdo da forma x =2y +2z. Portanto, os autovetores asso-

ciados e esse autovalor sao do tipo v=(2y+2z,y,z) = y(2,1,0)+2(2,0,1).
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Tomando-se, por exemplo, y=1 e z=0, obtém-se o autovetor
v, = (2, L 0); tomando-se outro par de valores para y e z, por exemplo,
y=0e z=1, obtém-se outro autovetor associado a esse autovalor:
v, =(2,0,1).
Pode-se verificar que os autovetores determinados sdo LI e, portanto,
formam uma base de R>: B={(—3,1,—3),(2,1,0),(2,0,1)}. Entdo, T é
um operador diagonalizavel e sua matriz em relagao a essa base ¢ dia-
gonal, dada por:

110 0
[T],=|0[2 0f.
00 2

Alternativamente, mudando-se a ordem dos vetores na base B, pode-se

escrever a matriz de T na forma:

(=N B S
— o O

2
[1],~|o
0

2) Mostrar que o operador linear T(x,y,z) =(2x+ Y,y —2,2y+ 42) nao ¢

diagonalizavel.

Tem-se, aqui, um operador linear de R*> em R’. Considerando-se a base
candnica de R, verificar-se-a se existe uma base de R° constituida por
autovetores de T. Para isso, determinam-se, primeiramente os autovalores
de T, construindo o polinémio caracteristico e calculando-se seus zeros.

Tem-se:
T(1,0,0)=(2+0,0-0,0+0)=(2,0,0)

T(0,1,0)==(0+1,1-0,2+0)=(1,1,2)
7(0,0,1)=(0+0,0—-1,0+4)=(0,-1,4)

. - \ A 3 s
e, portanto, a matriz de T em relagdo a base candnica de R~ é:

21 0
[T]=|0 1 -1|.
02 4
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Portanto, o polindmio caracteristico é:

2-2 1 0
P.(A)=| 0 1-2  —1=-A+72%-164+12.
0 2 4-2

Determinando-se as raizes da equacio —A° +74% —164 +12 =0, obtém-se

A, =2, com multiplicidade 2, e A4, =3, com multiplicidade 1. Assim, o po-
lindmio pode ser escrito na forma P, (/1) = (/1 - 3)(/1 - 2)2.
Tomando-se um vetor v = (x, y,z) e impondo-se a condi¢ido T(v) =Av,

ou, equivalentemente, [T - AId ](v) =0, obtém-se:

2—-1 1 0\ x 0
0 1-24 1| y|=|0].
0 2 4-2 )\ z 0

o Para A, =3, tem-se:

-1 1 0})«x 0
0 =2 —1|ly|=]|0},
0 2 1)\z 0

de onde vem que:

-x+y=0

-2y-z=0,

2y+z=0
que levaa .
z=-2y

Logo, os autovetores associados sao do tipo v=(y,y,—2y)=y(1,1,—2).

Tomando-se, por exemplo, y =1, obtém-se o autovetor v, = (1, 1, —2).
+ Para A, =2, tem-se:
0 1 0)x

0
0 -1 -1}y|=|0]
0 2 2z 0
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isto é,
y=0
-y—z=0,
2y+2z=0

de onde se conclui que y =z =0.

Portanto, os autovetores associados sao do tipo v = (x,0,0) = x(l, 0,0). To-

mando-se, por exemplo, x =1, obtém-se o autovetor v, = (1,0,0).

Vé-se, assim, que ha apenas dois autovetores associados aos autovalores
obtidos, e, portanto, o conjunto B = {(1,1, —2),(1,0,0)} ndo ¢ uma base de
R°. Se ndo existe uma base de R’ constituida pelos autovetores de T, en-
tdo T ndo ¢ um operador diagonalizavel e, portanto, ndo possui uma ma-

triz diagonal em relagio a nenhuma base de R°.

9.3. RELACAO ENTRE MATRIZ DIAGONALIZAVEL E AUTOVETORES

No Capitulo 1, viu-se que uma matriz quadrada B, de ordem n, é diagona-
lizavel se existe uma matriz nio singular P, de mesma ordem, tal que A =P 'BP
¢ uma matriz diagonal. Quando isso ocorre, diz-se que A e B sdo semelhantes.
A dificuldade consiste em determinar a matriz P. No entanto, pode-se de-
monstrar que se B for diagonalizavel, as colunas da matriz P sdo constituidas
das coordenadas dos autovetores relativos a um operador linear T e a matriz A,
cuja diagonal principal é constituida dos autovalores associados, é a represen-

tagdo diagonal da matriz B.

Exemplos:

1) No Exemplo 1 do item 1.3.6. Matrizes Semelhantes do Capitulo 1, mostrou-se

-3 0

que as matrizes A :{ 5

-4 -1
} e Bz{ P 3} sio semelhantes, determi-

-1 1
nando-se, através da defini¢ao, a matriz P ={ ) 6} ou seja, impds-se

que A = P~'BP, ou equivalentemente, PA = BP, e determinou-se a matriz P.
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Determinar-se-a, agora, essa mesma matriz P, utilizando-se os conceitos
de autovetores e autovalores associados a um operador linear T. A partir

da matriz B, determina-se seu polindmio caracteristico:

Pc(/i):

cujas raizes sdo os autovalores 4, =—3 e A, =2. Os autovetores associados

—-4-1 -1

=1+ 1-6,
6 3-4 "7

sdo calculados a seguir.

Para A, =-3, tem-se:

s

ou seja,

-1 —-1)(x 0
6 6)ly) (o)
que leva ao sistema linear
-x—y=0
6x+6y=0
Desse sistema, conclui-se que x = —y, isto ¢, o autovetor gerado por A, = -3

¢ da forma v, =(—y,y), VyeR, com y#0. Em particular, para y=1,

gera-se o autovetor v, = (—1,1).
Para 4, =2, tem-se:

—4-2 -1 \(x 0

6 3-2)ly) o)

isto ¢,

-6 -1\(x 0

6 1)ly) (of

de onde se obtém:

—6x—y=0
6x+y=0 "
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A solugao geral desse sistema é y=—6x, com x € R. Entdo, o autovetor

geradopor A, =2 édaformav, = (x,—6x), Vx € R, com x # 0. Em particu-
lar, para x =1, tem-se o autovetor v, =(1, —6). Logo, a matriz P ¢é consti-

-1

tuida dos autovetores v, e v, , ouseja, P ={ )

1
6} , que é a matriz obtida

}.

Assim, da mesma forma que se fez no Exemplo 1 do item 1.3.6. Matrizes

. o7~ . . 7 -1
anteriormente. Essa matriz é ndo singular e sua inversa ¢ P ={

Gil= o
Gi—= =

Semelhantes do Capitulo 1, tem-se:

-+ —3|| 6 3| 1 -6 -2 2| 1 -6 0 2
Observe-se que os elementos da diagonal de A sdo os autovalores encontrados.

2) Também no Exemplo 1 do item 1.3.6. Matrizes Semelhantes do Capitulo 1,

200 2 1 0
mostrou-se que as matrizes A={0 1 O0|e B=| 0 1 -1| ndo sao
0 0 6 0 2 4

semelhantes, ou seja, nio existe a matriz P tal que A =P ~'BP. Pode-se che-
gar a essa mesma conclusao utilizando-se autovalores e autovetores asso-
ciados a um operador linear T. A partir de B, determina-se seu polindmio

caracteristico:
2—-1 1 0
1-2  —1|=-2"+72-162+12=(A-3)(2-2)";
2 4-1

P.(2)=] 0
0

as raizes desse polindmio sao os autovalores A, =3 (com multiplicidade 1)

e A, =2 (com multiplicidade 2).

Para A, =3, tem-se:
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3)

isto &,
—x+y=0
—2y—-z=0.
2y+z=0

A resolugdo do sistema leva as conclusdes x=y e z=-2y, para yeR.
Entdo, o autovetor gerado por A, =3 ¢é da forma v, = (y,y,—Zy), VyeR,

com y #0. Em particular, para y =1, gera-se o autovetor v, = (1,1, —2).
Para 1, =2, tem-se:
x 0
1-2 -1 | y|=|0}
z 0
ou seja, obtém-se o sistema linear
y=0
-y—-z=0,
2y+2z=0
cuja solugdo geral ¢ y =z =0 e x € R. Entao, o autovetor gerado por A, =2

¢ da forma v, =(x,0,0), VxeR, com x#0. Em particular, para x =1,

tem-se o autovetor v, = (1,0,0).

Como s0 existem dois autovetores v, = (1,1,—2) ev,= (1,0,0), nao existe a
matriz P de ordem 3, constituida de autovetores, tal que A =P 'BP. Con-
clui-se, portanto, que as matrizes A e Bnao sdao semelhantes, ou seja, Bnao é

diagonalizavel, como ja se havia concluido no citado exemplo do Capitulo 1.

No Exemplo 2 do item 9.2. Diagonaliza¢io de Operadores deste Capitulo,

mostrou-se que:

5 6 -6
o amatrizA=|-1 4 2|, queéa matriz de um operador linear em
3 6 4

relagdo & base candnica do R, é diagonalizavel;
 seusautovaloressio A, =1 e 4, =2;

e 0S autovetores gerados sdo v, =(—3,1,—3), vV, = (2,1,0) ev,= (2,0,1).
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-3 2 2
Logo, existeamatriz P=| 1 1 0|, cujainversa é:
-3 0 1
1 -2 -2
Pl=|-1 3 2.
3 6 -5

Pode-se, assim, utilizar essa matriz para determinar a matriz diagonal B que

é semelhante & matriz A. Basta que se efetue o produto P " AP:

1 2 2 5 -6 -6)(-3 2 2
P'AP=|-1 3 2| -1 4 2| 1 1 of=

3 6 5)| 3 -6 -4)/{-3 0 1

1 -2 =2\-3 2 2 1 00

=| -2 6 4l 1 1 ofl=|l0 2 0

6 —-12 -10)l-3 0 1) (0 0 2

Obteve-se, assim, a matriz

ol

Il
S O =
S NN O

diagonal, a qual é semelhante a matriz A, que ¢ a mesma obtida anterior-
mente no citado exemplo.

9.4. EXERCICIOS PROPOSTOS

1) SejaT: M, (TS) - M, (TS), onde M, (TS) ¢ 0 espago vetorial das matrizes

. . . N 1 0)(0 1)(0 0)(0 0
triangulares superiores, cuja base canomcaeC:{[o OHO 0)’(1 0],[0 J}
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a b 3a 3b
Mostrar que o operador linear T = ¢ diagonali-
0 ¢ 0 —-a+3b+c

zavel e exibir sua matriz em rela¢do a base de autovetores.

300 100
R:[T],=|0 3 0|ou[T],=|0 3 0
00 1 00 3

2) Verificar quais dos operadores lineares sao diagonalizaveis. Para os que o

forem, exibir a matriz do operador em relagao a base de autovetores.

a) T(x,y,z)=(2x+z,x+2y—z,2x+32)

1 00 1 0 0
R: é diagonalizavel; [T]Bz 0 2 0|ou [T]Bz 0 4 0
0 0 4 0 0 2

2 0 0

ou[T] =|0 1 0

0 0 4

b) T(ao +a1t) =(8a, —6a1)+(9a0 —7a1)t

R.: é diagonalizével; [T]B =[ z _(;j ou I:T:|B - (_; (2))

c) T(x,y,z)=(x+y+z,x+y—z,x—y—z)

1 0 0 1 0
R.: é diagonalizavel; [T ], =| 0 2 0|ou[T]| =| 0 -2
0 0 -2 0 0

0

ou[T],=| 0 1 0.



Operadores Diagonalizaveis | 283

d) T(x,y) = (%T_y’@j

=0 1 0
R.: é diagonalizével; [T]B = [8 lj ou [T]B = (O J

El
4

e) T(x,y,z) =(x,y +z,2z)

R.: ndo é diagonalizavel.

f) T(x,y,z)=(x+2y+32,2x+y+22,3x+3y+z)

6 0 O 6 0 O
R.: é diagonalizavel; [T]B =l 0 -1 O0]ou [T]B = 0 -2
0 0 -2 0 0 -1
-2 0

ou[T],=| 0 -1 0.
0 0 6






ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Em Geometria Analitica, estudam-se, em particular, dois espagos veto-
riais: 0 R? (cuja imagem geométrica é o plano de coordenadas cartesianas
ortogonais) e 0 R’ (cuja imagem geométrica ¢ o espago tridimensional). Sio
espagos vetoriais reais importantes, os quais tém visdo geométrica. Dentre os
conceitos e definigdes que se introduzem nesses espagos, tem-se o produto
escalar entre dois vetores, de grande importancia e aplicabilidade. O que se
pretende, neste capitulo, é generalizar o conceito de produto escalar visando a
introduzir os conceitos de distdncia, comprimento, dngulo e ortogonalidade,
0s quais, apesar de terem um carater geométrico, podem ser estendidos para

espacos vetoriais nao geométricos.

10.1. PRODUTO INTERNO

Definicdo: Seja V um espago vetorial real. Um produto interno sobre V é uma
funcao @:V xV — R, que, para todo par de vetores (u,v) eV xV, associa

um numero real (D(u,v) =(u,v) satisfazendo:
a) (u,vy={(w,u), Yu,veV

b) {au,v)=alu,v), Vu,veV e VaeR

o (u+v,w)y={uw)y+{v,w), Yu,v,weV

d) (uuy=0e{(uu)y=0u=0

Um espago vetorial real munido de produto interno ¢ chamado espago

euclidiano.

Observacdo: pode-se, em geral, definir mais de um produto interno em um

espago vetorial real.
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Exemplos:

1)

2)

3)

4)

Dados dois vetores u,v € R”, isto é, u =(x1,x2,-~,xn) e v=(y1,y2,~~,yn),

define-se o produto interno entre eles da seguinte forma:

(Uv)=x,p + %0, + Xy,

Esse é o produto interno usual do R".

O produto escalar entre dois vetores do R*> ¢ o produto interno usual,
pois, dados dois vetores u=(x,,y,,z,) e v=(x,,7,.2,) do R’ entdo:
uey=(U,v)=xx, + y,y, +2,2,.

O produto escalar entre dois vetores do R* é o produto interno usual,
pois, dados dois vetores u=(x,,y,) e v=(x,,y,) do R entio:
uey=Quv)=xx,+ 5,5,

Mostrar que (u,v) =2x,x, +x,y, + ¥,x, +3y,y, define um produto inter-
no no R’, quaisquer que sejam os vetores u =(x,,y,) e v=(x,,7,)-

De fato, considerem-se os vetores u = (xl,yl), v =(x2,y2) ew= (x3,y3)
2 s , - . . - .
pertencentes ao R”. Verificar-se-a que sdo satisfeitas as condigoes da defi-

ni¢ao de produto interno. Tem-se:
) (V) =2, + X1y, + 1%, + 3y, Y, =26,0, X, + Y,X, +3Y,p, =(v,u)
b) (au,v)=2axx,+axy,+ayx,+3ayy,=

:a(lexz TX), T )X, +3}/1y2)=a(u,v)

) (u+v,w>=2(x1+x2)x3+(x1+x2)y3+(y1+y2)x3+3(y1+y2)y3 =
=2XX, +2X,)X5 F X, Y3 T X, Y3+ Y Xy + Y Xs +3Y, Y543y, =
=(2x1x3+x1y3+y1x3+3y1y3)+(2x2x3+x2y3+y2x3 +3)/2)/3)=
={u,w) +{v,w)

d) (u,u)y=2x; +2x,y,+3y; =x; +(x12 +2x1y1+y12)+2y12 =

=(x1+y1)2+(x12+2y12)20



5)

6)
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Por outro lado, tem-se:
x,+y,=0
_ 2 2 2\ _ 1 1
(u)y=0<(x,+y,) +(x1+2y1)—0<:>{x12+2y12=0
<:>x1=0ey1=0<:>u=(0,0)

Seja M, (‘R) o0 espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem #n com
elementos reais. Define-se o produto interno entre duas matrizes A e B

desse espago da seguinte forma:
(ABy=Y>ahb,.
i=1 j=1

Sugestdo: verificar que esse produto satisfaz as condi¢des da defini¢ao de

produto interno para n=2.

Seja P, (ER) o espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a n
com coeficientes reais. Dados dois polindmios p(x) =a,+ax+---+ax"

e q(x) =b,+bx+---+b,x" desse espago, é possivel verificar que
(p(x)a(x)p=2 ab,
i=0

define um produto interno.

Sugestdo: verificar para o caso em que n=2.

10.2. NORMA, METRICA E ANGULO

10.2.1. Norma

Definicdo: Seja V um espaco euclidiano com produto interno (u,v). A norma

(ou comprimento) de um vetor u €V, denotada por ||u||, ¢ o numero real

nao negativo dado por ||u|| =J{(u,u).

Exemplos:

1)

No %R’ a norma ||u|| de qualquer vetor uz(x, y,z) coincide com seu
modulo |u|, pois, utilizando-se o produto interno usual (que é o produto

escalar), tem-se:

wu)=x>+y*+z*
Y

287
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2)

3)

Assim:

||u|| =J(uu) = /x> +y* +2° =|u|

e, portanto, tem-se que ||u|| = |u| )

Conforme se observou anteriormente, o produto interno nao é Gnico. Des-
sa forma, um vetor de um espago euclidiano podera ter normas diferentes,

conforme se considerem produtos internos diferentes no espago vetorial.

. . : 2
Para ver isso, considere-se, por exemplo, o espago vetorial R, com o pro-

duto interno usual e o produto interno definido no exemplo 4, isto é:
(V) =2X,%, + X, + y1X, +3), 955

2
para u= (xl,yl) ev= (xz,yz) pertencentes ao R”.

Tomando-se, por exemplo, o vetor u=(3,4), calcular-se-4 sua norma

usando-se cada um dos produtos internos citados:

« usando-se o produto interno usual, tem-se:

||u||=«/(u,u) =\/x2+y2 =\/32 +42 =\/£=5

 usando-se o produto interno acima definido, tem-se:

|| =y =v2-3-3+3-4+4-3+3-4-4=90 =3J1029,5

Vé-se, assim, que o vetor u tem normas (comprimentos) diferentes em

relagdo a produtos internos diferentes.

all alZ
a

Dados uma matriz A = do espago vetorial M, ( ‘R) e o produto

21 022

2 2
interno (A, B) = Z Zaljb ji» anorma de A, segundo esse produto interno é:
i=1 j=1

(A,A}zZZaijaﬁ -

i=l j=1 i

(ailali + aizaZi) =

2
=1

_ _ 2 2
- allall +a12a21 +a21a12 +a22a22 - all +2a12a21 +a22
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2 -1
Tomando-se, por exemplo, a matriz A = [5 3} , tem-se:

|4 = VKA A) =22 +2-(-1)-5+3% =3,

Propriedades da Norma

Dados um espago euclidiano V e vetores u,v € V', sdo validas as seguintes

propriedades:

(B) 20 ¢ o] =05 u=0

De fato, por definicao, tem-se:

=

uma vez que, por defini¢ao de produto interno, tem-se que (u,u)>0, segue-se

que:
o= 20.
Além disso, se [|uf| =0 , vem:
0= =) & (wuy=0u=0.
(P,) (o=
Imediata, pois, por definigao, || = /(u,u) .

(Ps) [Jed] =[] vk <32

Tem-se:

| =y = = ke =]

(P,) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(u,v)| < u||v|

Primeiramente, observe-se que, se =0 ou v=0, tem-se:

2] =0 e Ju ] =05
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entao,

a3 =]

e, portanto, é verdadeiro que
[ <[]
Se u#0 e v#0, tem-se, para todo niimero real k, que:
e+ 20,
de onde se segue que:
0<|[ku + v||2 = (ku+v, ku +v) = (ku, ku) + (ku,v) + (v, ku) + (v,v) =
= k2 (u,u) + 2k, v) + (v,v) = k2 |Jul]* + 2k, vy + o]
Tem-se, aqui, uma inequagio do 2° grau na varidvel k, ja que [Jul* > 0:
][ 2 + 2, vyk +[v]” = 0.
Considerando-se a equagio do 2° grau
]| 2 + 2, v)k +[v]” =0,
seu discriminante é:
A= sty 4l b

o qual deve ser menor ou igual a zero, para que a inequagao seja satisfeita, ou

seja, deve-se ter:

st =l b <0,
isto é,

o <l o
ou, ainda,

[ <uv].

o que demonstra a desigualdade.
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(P;) Desigualdade Triangular: ||u + v" < ||u|| + ||v||
Tem-se:

||u + v"2 ={(u+v,u+v)={u,u) +{u,v) +(v,u) +{(v,v) = ||u||2 +2{u,v) + ||V||2

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se:
() <l <[l

logo, vem:
Jo-+vI” =l + 2w+ o] <]+ 2]+ o] = (s + )
isto é,

el < (e + 1)

e, portanto,

o+ v <[l + 1]

Observacoes:

1) Se ||u|| =1 ou, equivalentemente, se (u,u)=1, diz-se que u é um vetor uni-
tdrio e que o vetor estd normalizado. Um vetor qualquer u#0 pode ser

. 1 . 1 e
normalizado fazendo-se u,, ="—u ; o vetor u, assim obtido é um multi-
ul

plo positivo de u. Esse processo ¢ denominado de normalizagdo do vetor v.

O vetor u,, ¢ também chamado de versor do vetor u.

2) Uma interpretagio geométrica particular da desigualdade triangular é
bastante conhecida. Considerando-se dois vetores u e v do R? ou do R>,
sabe-se que, geometricamente, a soma u + v desses dois vetores, é o vetor
com origem na origem do vetor u e extremidade na extremidade do ve-

tor v, ou seja,
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Figura 10.1
Ju+v
M
7
]

Sabe-se que: ||u + v” < ||u|| + ||v|| .

10.2.2. Métrica

Definicdao: Dado um espago vetorial euclidiano V, uma métrica sobre V é uma

aplicagdo d:V xV — R tal que d(u,v)znu—v”, Yu,veV.
Propriedades da métrica: dados os vetores u, ve w em V, tem-se:
(Pl) d(u,v)ZO e d(u,v)=0<:>u=v

(Pz) d(u,v)zd(v,u)

(PS) d(u,v)sd(u,w)+d(v,w)

O numero real d (u,v) ¢ usualmente chamado de distdncia entre os veto-
res u e v, nos espagos vetoriais nos quais este conceito pode ser interpretado
. 3
geometricamente. Por exemplo, no R’, tem-se:

Figura 10.2

du,v) = |u-v|

u

/ y




10.2.3. Angulo

Espacos com Produto Interno

Seja V o espaco euclidiano R* com o produto interno usual. Conside-

rem-se os vetores u=(x,,y,) e v=(x,,y,) ndo nulos e nio paralelos desse

espago e seja € o angulo entre eles. Considere-se, ainda, o 4ngulo @ mostrado

na Figura 10.3:

Figura 10.3
1z
A
Yifp=======
]
u 1
Yolr===>/f-~- - 'C
1
v
g_—1 ]
o B mD 3
) X X X
Do tridngulo OAB, tem-se:
cos ¢9+a I TN sen H+a
||u|| ||u||

Entao, vem:
X
cos(9+a) =cosB cosa—senl sena ZH ,
de onde se segue que:

Lt send sena

cos@ =
cosa
e
_ pan
sen(@+a)=senl cosc +sena cos@ = ”
ul’
ou seja,

—sena cos@

senf =
cosa

(1)

(2)

293
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Substituindo-se em (2) em (1), obtém-se:

"yln—sena cos@

X, u
e sena
||u|| cosa
cos@ = >
cosa
isto é,
2
” ” coso + " sena —sen“a cos@
d
cos@ = > ,
cos“a
ou, ainda,

cos 0 cos*a +cos B sen*a = ” —Lcosa +-sena .
ull ||u||

Do tridngulo OCD, tem-se:

cos(a)=|r72” e sen(a)="y72” .

Assim, vem:
cosH(cos a +sen a) X % Yy
[ ||V|| Pz

de onde se obtém:

XX, +
cos@="1%2"V)2
sl
Uma vez que se esta considerando o produto interno usual, obtém-se,

finalmente, que:

(u,v)

cos@ ="-".
e ]

Dessa forma, pode-se calcular o cosseno do angulo 0 ( 0<O< 7[) entre os
vetores u e v. Observe-se que essa expressao esta bem definida, pois, da desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se que:

o3| <]
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ou seja,
el <o v <]

Se os vetores u e v s3o ndo nulos, pode-se dividir os membros dessa desi-

gualdade pelo numero real ||u||||v|| , obtendo-se:

)

O numero real 0 é chamado de 4ngulo entre os vetores u e v.

Exemplos:

1) Considerem-se os vetores u:(l,5) e v:(—z,l) do espaco R>. Tem-se:
d(u,v) =Ju=v =[(1.5) = (-2.1)] =[(3.4)] = V3* +4* =25 =5

Portanto, a distancia entre os vetores u e v é igual a 5 unidades de medida.
De fato, é possivel ver, geometricamente, que d (u, v) =5, conforme mostra
a Figura 10.4.

Figura 10.4
V4

P___p

|

d(u,v)=5 l

u |

|

c -

I v H I
H 1 S
-2 1 X

No tridngulo retangulo ABC, tem-se que as medidas dos catetos AB e AC
sdo, respectivamente, 4 e 3 unidades de medida e, portanto, a medida da

hipotenusa BC é 5, ou seja, d(u,v)=5.

Pode-se, assim, calcular o 4ngulo @ entre os vetores u e v, através de seu

€0sseno, como segue:



296 | INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

(uv) _ 1-(—2)+5-1 __ 3 :3\/ﬁ
M T Joy o e

0

cosf = =0,26.

Portanto, @ = arccos (0,26) =75

3

2 -1
2) Considerem-se as matrizes Az(S ] e Bz( 4 5

-1 1
pertencentes ao
espago euclidiano M, (ER) , com o produto interno definido por;

(A,B)y= zz%bﬂ , VA,Be M, (R). Tem-se:

i=l j=1

2 2
(A,A) :Zzaijaﬁ =aj, +2a,,a,, +a3, =2’ +2'(_1)'5+32 =3,

i=1 j=1

e, portanto,

4] =ca,4) =

(S

BBy =33 by b, +2b by + b =(-1) 42414420 213,
i=1 j=1

isto é,
[B]=B. By =V13.

Por outro lado, tem-se:

[2 —1] [—1 1) (3 —2]
A-B= = = .
5 3 4 2 1 1
Uma vez que d A, B) ||A B” vem:

2 2
(A—B,A—B)zZZcijcﬁ =c121+2c12c21+c§2=32+2-(—2)-1+12 =6

i=1 j=1

ou seja,

d(A,B)=|A-B|=\(A-B,A-B) =6
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Além disso, tem-se:

2 2
(ABy=Y">"ab,=a,b, +ay,b, +a,b,+ayb,, =2-(~1)+(-1)-4+5-1+3-2=5

i=1 j=1
e, portanto,

(AB) 5 :5\/5
lAllB| V313 39

cos@ =
Apesar de ser possivel determinar d (A,B) =6 e cos® =% para as

matrizes A e B, esses valores nao tém um significado geométrico como no

Exemplo 1.

10.3. ORTOGONALIDADE

Definicdo: Seja V um espago euclidiano. Dois vetores u,v € V' sdo ortogonais

se, e somente se, (u,v)=0.

Exemplo: Considerem-se os vetores u=(—1,3,2), v=(5,1,1) e w=(1,1,—1)
do espago euclidiano R°. Verificar-se-4 quais desses vetores sio ortogonais

entre si.

Para isso, basta calcular o produto interno entre eles. Considerando-se o

produto interno usual do R°, tem-se:
(u,v)=—1-5+3-1+2-1=-5+5=0
(u,w)=-1-1+3-1+2-(-1)=-3+3=0
(w,v)=1-5+1-1+1-(-1)=-1+6=5

Conclui-se, assim, que u e v sdo ortogonais, u € w sao ortogonais e v e w

nao sdo ortogonais.

Definicdo: Seja V um espago euclidiano. Um conjunto S = {vl,vz,- . -,vk} cV
¢ ortogonal se (v;,v;) =0, para i # j, ou seja, dois vetores quaisquer distintos

de S sdo ortogonais.

297
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Exemplo: Considerem-se os vetores u = (—1, 3,2), V= (5, 1,1) ew= (—1,—1 1,16)
do espago euclidiano R>. Mostrar-se-4 que o conjunto S={u,v,w}c9€3 é

ortogonal.

De fato, considerando-se o produto interno usual do R°, tem-se:
{(u,v)=—1-5+3-1+2-1=-5+5=0.
(u,w)=(-1)-(-1)+3-(-11)+2-16=-33+33=0.
(v,wy=5-(-1)+1-(-11)+1-16=—-16+16=0.

Uma vez que os vetores de S sdo dois a dois ortogonais, conclui-se que S é

um conjunto ortogonal.

Definicdo: Seja V um espago euclidiano. Um conjunto S = {ul, Uy, -,uk} cV

¢ ortonormal se, e somente se:
(i) ”“1” =1, Vi=1,2,---,k, isto é, todo vetor de S é unitario;

(ii) (u,,u j> =0, para i# j, isto é, dois vetores quaisquer distintos de S sao

ortogonais.

Observacoes:

1) Uma definigdo alternativa para conjuntos ortonormais é dada pela intro-

ducéo do simbolo de Kronecker:

0,=1sei=j

- ij
S —(ui,uj>:>{

> v.) ‘:1)2)'”>k~
5,=0,seizj

2) Todo conjunto ortonormal é um conjunto ortogonal, mas a reciproca nao

¢é verdadeira.

Exemplos:

1) Considerando-se o espa¢o euclidiano R*> com o produto interno usual,

sua base canodnica B ={i,j,k} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ um conjunto
ortonormal, pois:

lil=l1=[Kl=1 e ¢ =iy = ¢k jp=o.
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2) Generalizando, no espago euclidiano R" (n > 2) , com o produto interno

3)

usual, a base candnica B = {(1,0,0,...,O),(O,I,O,...,O),---,(0,0,...0,1)} é um

conjunto ortonormal.

. q. 2 o . . . -
No espago euclidiano K7, verificar quais dos conjuntos abaixo sao orto-

normais:

a) S, ={u, =(12),u,=(-21)}

Tem-se:

(up,u,)=1-(-2)+2-1=0;
portanto, os vetores sdo ortogonais. Por outro lado, tem-se que

i =fuaf| =v27 +1* =5,

ou seja, os vetores ndo sdo unitdrios. Conclui-se, assim, que o conjunto

S, € ortogonal, mas nao é ortonormal.

o 5.u-(E28),,{ 2£.£)

5 5 5 5
Tem-se:
\/E[ 2\/§J 2\/5 \/E 2 2
(v =—— | - | N2 2y,
5 5 5 5 5 5

ou seja, os vetores sao ortogonais. Por outro lado, tem-se:

2 2
il=lval= (ﬁJ [ﬁ] EE
5 5 25 25

isto ¢, os vetores sao unitarios. Logo, o conjunto S, ¢é ortonormal.

Demonstram-se, a seguir, alguns resultados a respeito de conjuntos orto-

normais.
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Proposicdo 1: Todo subconjunto ortonormal § = {ul,uz,- . -,uk} de um espago
euclidiano V' é necessariamente LI.
Demonstracao:

Hipotese: S= {ul,uz,- . ~,uk} ¢ um subconjunto ortonormal de um espago eu-

clidiano V

Tese: S ¢ um conjunto LI

De fato, supondo-se que a,u, +a,u, +---+a,u, =0,sendoa, e R,Vi=12,---k

vem:
0=(0,u,)=(a,u, +au, +---+au,,u)=
={au,uy) +{a,u,,u) + -+ {au,u,) =
=a,(u,u)+a(uy,u)+-+a lu,u)=
=al||ul||2 +a,-0+--+a,-0=a,-1=a,

Logo, a, =0. De modo analogo, prova-se que a,=a,=---=a, =0, de

onde se conclui que o conjunto §= {ul,uz,u-,uk} ¢ LL

Proposicdo 2: Seja S ={u1,u2,~~,uk} um subconjunto de um espago eucli-
diano V.Se v eV ¢ ortogonal a todo vetor de S, entao v é ortogonal a qualquer
vetor do subespaco gerado por S.

Demonstracao:

Hipéteses: S= {ul,uz,---,u k} ¢ um subconjunto de um espago euclidiano V;
veV éortogonal a todo vetor de §

Tese: v é ortogonal a todo vetor do subespago gerado por S
Sejam [SJ o subespago gerado por S e m e[S]. Entao, existem escalares
a;,a,,+a, €N taisque m=au, +a,u, +---+a.u,.
Deve-se mostrar que v é ortogonal a m, isto é, {v,m)=0. De fato, tem-se:
(vm)y=(v,au, +a,u, +--+au)=a,(v,u)+a,(v,u,) +--+a,(v,u.).

Uma vez que v é ortogonal a todo vetor de S, segue-se que
(v,u;)=0,Vi=12,---,k. Conclui-se, portanto, que (v,m) =0, isto é, v é orto-

gonal aos vetores do subespaco gerado por S.
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Proposicdo 3: Seja S= {ul, Uyt uk} um subconjunto ortonormal de um
espago euclidiano V. Entdo, para todo elemento v eV , o vetor
W=v— VU, — VU, )ty ==V U U,

¢ ortogonal a todo vetor do subespaco gerado por S.

Demonstracao:
Hipotese: S={u1,u2,-~-,uk} ¢ um subconjunto ortonormal de um espago

euclidiano V
Tese: para todo veV, o vetor w=v—(v,u yu, —(v,uyu, —--—(v,u, yu, é
ortogonal a todo vetor do subespago gerado por S.

Pela Proposigao 2, basta mostrar que o vetor w é ortogonal a todo vetor de S.

Mostrar-se-4, primeiramente, que w é ortogonal a u, € S. De fato, tem-se:

Wou) =(v=Vupu, —(v,u, )i, == (VU U, U)) =

=, uy) = (Vsu ) ug, ) — (v, Xy, uy) ==V Xy, uy) =
=(v,u1)—(v,u1)||u1||2—(v,uz)-O—---—(v,uk)-Oz(v,ul)—(v,u1>=0.

ou seja,

(w,u,;)=0.

Analogamente, prova-se que: (w,u,)=---={w,u,)=0, isto é, w é orto-

gonal aos vetores do subespago gerado por S.

Definicdo: Seja V um espago euclidiano de dimensao finita. Uma base B de V'

¢ dita ortogonal se B for um conjunto ortogonal.

Definicdo: Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita. Uma base B de V é

dita ortonormal se B for um conjunto ortonormal.

Exemplo: Os conjuntos seguintes sao bases ortonormais dos referidos espagos

euclidianos:
a) B= {(1, 0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ uma base ortonormal do R°.

b) B= {1,1‘,t2 } ¢ uma base ortonormal do espaco euclidiano P, (‘R) .

301
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c¢) Abase B= {u = (1,1,2),1/ = (—3,1,1),w = (—1, —7,4)} ¢ uma base ortogonal
do R’, mas nio é uma base ortonormal.
De fato, os vetores da base sdo ortogonais entre si, pois:
(u,vy=1-(=3)+1-1+2:1=0
(u,w)=1-(-1)+1-(=7)+2-4=0
(v,wy=(-3)-(-1)+1:(-7)+1-4=0.
Entretanto, os vetores da base nio sao unitdrios, como se mostra a seguir:

=& e,

ou seja, a base é ortogonal, mas nao é ortonormal.

=1

No teorema que se segue, demonstra-se o processo de ortonormalizar uma
base de um espago vetorial de dimensao finita.

Teorema 1 - Processo de Ortonormalizacio de Gram-Schmidt: Todo es-
paco euclidiano V de dimensao finita, com dim(V) #0, admite uma base

ortonormal.

Demonstracao:
Hipotese: V é um espago euclidiano de dimensao finita, com dim(V) #0

Tese: V admite uma base ortonormal
Suponha-se que dim(V) =1 eque {u} seja uma base de V; entdo, o vetor

" ” élle ||v||—l Portanto, { } ¢ base ortonormal de V.
u

Supondo-se que dim(V) =2 e que {ul,uz} seja uma base de V, consi-
dere-se o vetor

u
— 1
v, =,
e
Pela Proposi¢do 3, o vetor w, =u, —{u,,v,)v, é ortogonala v, .

w L
Fazendo v ,= ”—1, segue-se que {vl,vz} ¢ base ortonormal de V.
w
1
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Supondo-se, agora, que dzm(V) =n e que {ul,u2,~~~,un} seja uma base
de V, considere-se o vetor:

u

1
. || ||

U,

Pela Proposi¢ao 3, o vetor w, =u, —(u,,v,)v, é ortogonala v, .
Considere-se, agora, o vetor:
w
— 1
v,= .
]
Pela Proposigdo 3, o vetor w, =u, —(u,,v,)v, —(u,,v,)v, é ortogonal aos

vetores Viev,.

Tomando-se o vetor:
w
2
V=0,
[
tem-se que o vetor w, =u, —(u,,v;)v, —(u,,v,)v, —(u,,v,)v, € ortogonal

aos vetores v,, v, € v,.

Continuando com esse processo, considere-se o vetor:

W
v n-1- - >
.
o vetor
Wn—l = un - <un’vn—l>vn—1 - <un’vn—2>vn—2 T <un,V1>V1

¢ ortogonal aos vetores {VI’VZ’”.’Vn—l} .

. . w,_ ,
Considerando-se, finalmente, o vetor vn=”¢, obtém-se a base
W,
n—1

{vl,vz,---,vn} de V, a qual é ortonormal.

Exemplo: Considerando-se o produto interno usual do espago euclidiano

R°, utilizar o processo de Gram-Schmidt para ortonormalizar a base
B={(1,0,0),(1,2,1),(1,-12)}.

Sejam u, =(1,0,O),u2 =(1,2,1),u3 =(1,—1,2).

303
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Uma vez que o vetor u, = (1,0,0) é unitdrio, considera-se v, =u = (1,0,0).
Seja

wy=u, = (U, V)V,
isto é:

w, =(1,2,1)=(1-1+0-2+0-1)(1,0,0) =(0,2,1).

Toma-se
w
1
vV, =,
[l
ou seja:

v,= \/3(021) ( 2\5/_ \/5—]

Considera-se, agora,

W, =U, _<”3>V2>V2 _<u3’V1>V1 >

isto é,
wzz(l,—l,z)—[l-0+(— )- 25 +2- %]{0% gj (1-14(-1)-0+2:0)(1,0,0) =
=(1,-1,2)-(1,0,0)=(0,-1,2).

Tomando-se, finalmente, v ;= 2 isto &,

v,= \E(O 12)[ \/5—2\5/—]

obtém-se a base ortonormal procurada:

B'={(1,00) (0 % %Mo,-% %J}

Definicdo: Sejam: V um espago vetorial euclidiano e W um subespago de V.

O complemento ortogonal de W é o subconjunto de V definido por:

Wh={veV/(rw)=0YweW|.
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Exemplos:

1) Seja W= {(x,y,z) eR’/z =O} um subespago do R, ou seja, W é o pla-

2)

no coordenado Oxy. Determinar o complemento ortogonal de W.

Considerando-se a base Bz{(l,0,0),(O,l,O)} de W, todo vetor desse

espaco pode ser escrito na forma:
W= (x,y,O) = x(l,0,0) + y(O,l,O) R
Por defini¢do, o complemento ortogonal de W é:

w :{v:(a,b,c)eﬂ%3 [{v,w) IO,VWEW}.

. . 3 .
Considerando-se o produto interno usual do R, particularmente para os

vetores da base B, tem-se:

(a,b,c)¢(1,0,0)=0=0a=0

(row)=0= {(a,b,c)o(o,l,o)zojbzo'

Assim, todo vetor de W~ ¢é da forma v=(0, O,C), VceR. Portanto, o
complemento ortogonal de W é W' = {(a,b,c) eR’/a=b= O} , OU seja,

W é 0 eixo coordenado Oz (Figura 10.5).

Figura 10.5

Seja W= {p(t) =a,+at+a,t’ P, (9%’) la,+2a,—3a,= 0} um subes-
pago de P, (9’1’) . Determinar o complemento ortogonal de W.

Por defini¢do, o complemento ortogonal de W sera:

W ={q(t)=b,+b,t+bt* € P,(R)/(q(t), p(t)) =0,p(t) e W}.
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Da definigao de W, tem-se que o coeficiente a, pode ser escrito na forma:
a,=—2a,+3a,
e, portanto, os vetores de W sdo da forma:
p(t) = (—2(11 + 3a2)+a1t +a,t’,Va, ea, eR,
ou, equivalentemente,
p(t)zal(—2+t)+a2(3+t2) :
O conjunto B= {—2 +t,3+ tz} ¢ uma base de W. Pelo produto interno
usual do espago P, (ER) , segue-se que (q(t),p(t)) =0, isto é:
(by +byt +b,t*,—2+1)=0=>-2b, +b, =0=>b, =2b,
(by+bjt +b,t%3+1t*)=0=3b, +b, =0=b, =—-3b,
Assim, todo vetor de W= é da forma
q(t) =b,+2bt —3b0t2 , Vb, eR.
Portanto, o complemento ortogonal de W é o conjunto
Wh={q(t)=b, +bt +b,t* € P,(R) /b, =2b, e b, ==3b,, Vb, R},
ou seja,
W ={q(t)=b, +2b,t —3b,t> € P, (R), Vb, e R}

Demonstram-se, a seguir, resultados envolvendo o complemento ortogo-

nal W de um subespaco W de um espaco euclidiano V.

Proposicdo 4: Sejam: V um espago euclidiano e W um subespaco de V. Entéo,

o complemento ortogonal W ¢é um subespaco vetorial de V.

Demonstracao:
Hipotese: W é um subespago de um espacgo vetorial euclidiano V
Tese: W é subespaco vetorial de V/

Seja W = {v eV/{v,w)=0,Vwe W} o complemento ortogonal de W.

Para provar que este é um subespaco vetorial de W, deve-se mostrar que:
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a) 0ew?

De fato, uma vez que (0,w)=0, VweW , segue-se que 0 e W .

b) para quaisquer elementos v, e v, em W, tem-se que v, +v, e W"
Sejam v,,v, e W . Entdo, (v,,w) =0 e (v,,w) =0, Vw e W. Assim, vem:
W, +v,,w) =(v,w) +(v,,w)=0+0=0
e, portanto,

v, +v,eW™.

¢) para qualquer v em W™ e para qualquer nimero real o, tem-se que

aveW™

Com efeito, sejam veW?' e o eR.Entio, (v,w)=0,VweW. Logo,
(av,wy=av,wy=a-0=0,isto é, ave W*.

. . 1 4
Conclui-se, assim, que W~ é um subespaco de V.

Proposicdo 5: Sejam V um espago vetorial euclidiano, W um subespago de V'

e Wt seu complemento ortogonal. Entao, V=W & W,

Demonstracao:

Hipotese: V é um espago vetorial euclidiano e W e W™ sio subespacos veto-

riaisde V
Tese: V=W®O®W™

’ . 1 ~
Para mostrar que V é soma direta de W e W, deve-se mostrar que sdo

satisfeitas as seguintes condigdes:
L
a) V=W+W
Para mostrar essa condi¢do, considere-se uma base ortonormal

Bz{wl,wz,---,wk} de W. Pela Proposi¢ao 3, para todo vetor veV,

tem-se que o vetor
u=v—V,w)OIw, —(V,w, ) w, —- =V, w )w,
é ortogonal a todo vetor de W, ou seja, u € W ™. Logo, o vetor

V=u+y,ww, HV,ww, + (VW w,
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pertence ao subespago W+W™", o que prova que VCW+W" e,
portanto, V=W + W ™.
b) Wnw*={0}
De fato, seja we W "W . Entido, we W e we W, ou seja,
(w,w) =0,
de onde se conclui que w=0.

Portanto, W m W= {0}

De (a) e (b), conclui-se que V=W & Wt

Observacio: na demonstracdio desta proposicdo, mostrou-se que se
B= {wl,wz,- . -,wk} ¢ uma base ortonormal de um subespaco W de um espago

vetorial euclidiano V, entdo todo vetor v €V pode ser escrito na forma:
V=u+y,woOw, HVww, + v, w oW,
L
onde ueW-—.

Ou seja, todo vetor v eV se decompde em duas parcelas: a primeira delas
, 1 , . ~ . .
éovetor ue W~ easegunda é a combinagao linear dos vetores da base B, isto

& (v,w W, +{v,w,)w, +---+{v,w )w,, que pertencea W.

Essas duas parcelas sdo ortogonais entre si e essa decomposi¢ao é unica.
Esta segunda parcela ¢ chamada projegdo ortogonal do vetor v sobre o subes-

paco W e denotada por projy,, isto é:

Proju, =W W, + (v, W )w, +- (v, W )W,

Exemplo: Seja W = {(x,y,z) eR’/x-z= 0}. Determinar a projegdo ortogonal
do vetor v= (1, 1,2) sobre o subespaco W < R°.

Determinar-se-4, inicialmente, uma base ortonormal de W. Observan-

do-se que os vetores de W sdo da forma (x,y,x), pode-se escrever:

(%, ,x)=x(1,0,1)+ y(0,1,0).

Assim, os vetores w, =(0,1,0) e w, =(1,0,1) formam uma base de W, a

qual sera ortonormalizada utilizando-se processo de Gram-Schmidt.
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Como ||w1||=1, =2 e w, Lw,, basta normalizar o vetor w,,

fazendo-se:
&z[ﬁ Oﬁ}
[wi] (27 2

Entao, B= {v = (0 1, 0) (f {]} é uma base ortonormal de W.

Pela observagao anterior, a proje¢ao ortogonal do vetor v sobre o subespago W

¢ dada por:
projy, =(vv v, +(v,v,)v,,

isto é.

projy, =(1-0+1-1+2-0)(0,1,0) + (1 g+1 0+2- g](g ,I]

2
=1(0,1, 0)+i(§ 0, g} (0,1,0){%,0,%):(3,1,3).

2 2

Geometricamente, o subespaco W = {(x, y,z) eR’/x-z= 0} ¢ o plano
de equagdo x—z=0. Observe-se que o vetor projecio que foi obtido per-
tence a esse plano, pois tem a primeira e a terceira coordenadas iguais (Fi-
gura 10.6).

Figura 10.6

Proposicdo 6: Sejam V um espaco vetorial euclidiano, W um subespago de V'
1
e W seu complemento ortogonal. Entao, W = (WL) .
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Demonstracao:
Hipotese: V é um espaco vetorial euclidiano e W e W sio subespacos veto-

riaisde V

Tese: W =(Wl)l

Seja we W . Para todo ve Wl, tem-se que (w,v) =0 e, portanto, w per-
1
tence a0 complemento ortogonal de W, denotado por (WL) . Conclui-se,
1
entdo, que W c (WL) .

Pela Proposicéo 5, tem-se que todo espago euclidiano é soma direta de um

subespaco com seu complemento ortogonal. Portanto, tem-se:
dim(V')=dim(W )+ dim(W* ) e dim(V)=dim(W* )+ dim(W*) .
Logo,
dim (W) + dim(W* ) = dim(W* )+ dim(W*) ",
ou seja,
dim(W)=dim(W*)".

Como W c (Wi)l, conclui-se que W = (WL)L.

Proposicdo 7: Sejam V um espago euclidiano e Ue W subespagos de V. Entao:
a) (U+W) =U*nw™

b) (UnW) =U*+Ww™,

Demonstracao:
a) Hipotese: U, ULt We W sao subespacos vetoriais de V
Tese: (U + W)l =UtNnw+
(i) Seja ve (U+W)L. Entao, v é ortogonal a todo vetor u+weU+W.
Como UcU+W eW cU+W,entdo v ¢é ortogonal a todo vetor u e U

e a todo vetor we W, ou seja, veU' eveWw?. Logo, veU? le,
. , 1
isto &, (U+W) cU"NnW-.
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(ii) Por outro lado, seja v e U MW ; entio, v ¢ ortogonal a todo vetor de

U e de W. Tomando-se o vetor u+w e U + W, segue que:
yau+w)={v,u)y+{v,w)=0+0=0.

Portanto, v € (U+ W)l, ou seja, Utnwtc (U + W)l.

De (i) e (ii), conclui-se que (U+ W)l =Utnwt

b) A demonstracio deste item sera deixada para o leitor.

(Sugestdo: supor que o item (a) é verdadeiro e provar o item (b).)

10.4. EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Seja V um espago vetorial sobre R. Definindo-se (u,v)=0, Yu,veV,

verificar se é um produto interno sobre V. R.: Sim

2) Considere-se um espaco vetorial euclidiano V e a aplica¢ao definida por:
u®v=a(u,v), Vu,veV evVaeR..

Verificar se u ® v define um produto interno sobre V. R.: Sim

3) Sejam u e v vetores de um espago vetorial euclidiano, tais que ||u|| = ||v|| =1

e ||u — v” =2. Determinar {u,v). R.: (u,v)=-1

4) Sejam e,e,, --,e, vetores unitdrios de um espago euclidiano, tais que

”ei —ejH =1, Vi# j. Calcular o angulo entre dois vetores e, e e;.

R. ﬁzzmd
3

5) Seja T(x,y,z,t)=(x+y,y+z+t,x+2y+z+t,x—z—t) uma transfor-

magao linear. Determinar uma base ortonormal para Ker(T).

R.:B:{ 2 ﬁ]{_\/ﬁ,\/ﬁ’_@ _x/BJ}
2

0,0,__, >
2 5 5 10 10
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6) Seja W={a0+alt+a2t2ePz(*R)/ao—alJraZ:O} um subespago de

P

; (ER) Determinar uma base ortonormal de W.

R.: B={£+£t,——6+—6t+£t2}
2 2 6 6 3

7) Considere-se o subespago W = {(x,y,z,t) eR'/x+y=0e2x+z= y} c R
Determinar uma base ortonormal de We de W,

117117 11

kL

R.:Basede W: B= {(0,0,0,l),(—— — )

2 22 7 22 711’

Base de W : B'={(%,£,O,O],[3@ —3\/5 V22 OJ}

8) Determinar a projegao ortogonal do vetor p(t) =1+t-t’eP, (‘.R) sobre o

subespago

W={a0+a1t+a2t2+a3t3 eP3(iR)/aO—a1—a2 =0ea, —2a, =O}CP3(ER).



EXERCICIOS GERAIS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Mostrar que, para qualquer escalar k e quaisquer vetores u e v,
k(u—v)zku—kv.

Sejam: X <R um conjunto ndo vazio e um corpo K. Mostrar que o con-
junto V das fungdes definidas em X e tomando valores em K, munido das

operagdes:
(i) (f+g)(x)=S(x)+g(x), Vf.geV, VxeX

(ii) (kf)(x)=kf(x), VfeV, VkeK, VxeX

¢ um espago vetorial sobre K.

Mostrar que o conjunto V ={(a,b)/a,beR} nio é um espago vetorial

sobre R, em relagdo a cada uma das operagdes de adi¢ao e multiplicagdo

por escalar em V, definidas a seguir:

a) (a,b)+(c.d)=(a+c,b+d) e k(a,b)=(ka,b).

b) (a,b) + (c,d) = (a,b) e k(a,b) = (ka,kb).

) (a,b)+(c,d) =(a+c,b+d) e k(a,b) =(k2a,k2b).

Mostrar que W é subespago de R, em cada um dos casos seguintes:
a) W= {(a,b,O) /a,be ER}

b) W={(u,b,c)/a+b+c=0}.

Escrever o vetor u = (1, —2,5) como combinacéo linear dos vetores:

v =(LL1)v, =(1,2,3); v, =(2,-L1). R u=—6v,+3v, +2v,

Seja V o espago vetorial real das fungdes f: R — R.
a) Considerando-se f(t) =e*, g(t) =t e h(t) =t, pergunta-se: os veto-
res {f,g,h} sdo LI ou LD? R.: LI

b) O conjunto {et,eZt} é LI ou LD? R.: LI
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7) Se os vetores u, v e w sdo LI, mostrar que sdo LI:
a) {u+v,u—v,u—2v+w}.

b) {u,u+v,u+v+w}.
8) Demonstrar que: u+v e u—v sdo Ll < uevsio Ll

9) Considerando-se o espago vetorial real R°, pergunta-se: os vetores
v, =(L1,0); v, =(2,1,1) e v, =(4,3,1) sdo LD ou LI? R:LD

10) Considerem-se o espago vetorial complexo C sobre o corpo K e os vetores
iei—L
a) Mostrar que esses vetores sio LD, quando se considera C como um

espago vetorial sobre o corpo K=C.

b) Mostrar que esses vetores sao LI, quando se considera C como um

espago vetorial sobre o corpo K =R.

11) Seja P, (‘R) o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual
a 3 com coeficientes reais. Verificar se sdo LI ou LD os vetores:
u=t>=3t>+5t+Lv=2t"—4t>+9t+5e w=1t"—t> +8t +2. R.: LI

12) Sejam {el,ez,-u,en} vetores LI. Se u é combinagéo linear desses vetores,
isto é, se u=a,e, +a,e, +---+a,e,, demonstrar que essa representagio ¢

Unica.

3 -1
13) Escrever a matriz Az[l } como combinagio linear das seguintes

matrizes:

1 1 1 1 1 -1
M1= ;M2: ;M3= . R.:A=2M1—M2+2M3
0 -1 -1 0 0 0

14) Determinar uma base e a dimensdo do espago das solu¢des (S*) do siste-

ma linear

X -y -zt
(S): 2x +y +t
z—-1t=0

I
=

R.:base: B={1,-5,3,3}; Dim($")=1
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. . . 3
15) Verificar se os seguintes conjuntos de vetores formam uma base do R™:

a) {(1L11),(L-1,5)}. R.: ndo

b) {(1,2,3),(1,0,-1),(3,-1,0),(2,1,-2)}. R.: ndo
o) {(1L11),(1,2,3),(2.-L1)}. R.: sim
d) {(1,1,2),(1,2,5),(5.3,4)}. R.: nio

16) Seja W o subespaco do R* gerado pelos vetores (1, -2,5, —3); (2,3, L —4) e
(3.8,-3,-5).

a) Encontrar uma base e a dimensdo de W.
R: {(1,-2,5,-3),(0,7,-9,2)} ; Dim(W)=2
b) Estender a base de W para uma base do R*.

R.: {(1,-2,5,-3),(0,7,-9,2),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

17) Considere-se o espago vetorial real P, (iR) de todos os polindmios com
coeficientes reais de grau menor ou igual a 3. Determinar as coordenadas

do polinémio p(t) =1+2t -t em relacio:

a) abase candnica de P, (ER) R.: [p(t)]c =

b) 4 base B={1,1—t,1—t2,1—t3}. R:[p(t)], =

18) Seja C o espago vetorial complexo sobre o corpo K =R . Determinar as

coordenadas do vetor z=1-2i em relacdo a base B= {1 —i,1+ i}.

R [Z]B =

|
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19) A matriz de mudanca de uma base B do R? para a base {(1,1),(0,2)}

10
deste mesmo espaco é [2 3}. Determinar a base B.

o {1-3)(03)

20) Encontrar a dimensdo e uma base do espago de solugdes do sistema:

X+ 2y +2z —s +3t

X+2y +3z+s+t R {(-2,1,0,0),(5,0,-2,1,0),(~7,0,2,0,1)}

Il
S O O

3x + 6y + 8z + s + 5¢

21) Determinar quais subconjuntos de R" sdo subespagos:

a) {(xl,xz,-u,xn)/xlzo}. R.:ndo
b) {(xl,xz,---,xn)/leerz=O}. R.: sim
c) {(xl,xz,m,xn)/x1+2x2=1}. R.:ndo

22) Demonstrar que W nao ¢ subespago vetorial do espago vetorial M, (ER)

das matrizes de ordem 2 sobre ‘R, onde:

a) W consiste de todas as matrizes cujo determinante ¢é nulo.

b) W consiste de todas as matrizes A para as quais A* = A.

23) Sejam U = {(a,b,c)/a+b+c :0}, V= {(a,b,c)/a—c =0} W= {(0,0,c)/c S ER}
subespagos do R’. Demonstrar que sio verdadeiras as somas abaixo.

Quando a soma ¢é direta?

a) R =U+V. R.: ndo ¢ soma direta
b) R =U+W. R.: é soma direta
c) R=V+Ww. R.: é soma direta

24) Seja M cR* tal que M = [(1, 1 1,0),(1,2,3,4)]. Calcular a dimensao de M

e determinar uma base do R* que contenha uma base de M.

R.: dim(M)=2;base: {(0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,1,0),(1,2,3,4)}
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25) Mostrar que: [ (1,1,0,0),(1,0,1,1) ] =[(2,-1,3,3),(0,1,-1,-1) .

26) Sejam V =[(1,2,1,3),(2,0,2,0),(-4,4,-4,6) | ¢ W =[(1,0,1,0),(0,2,0,3) ]

subconjuntos do R*. Mostrar que V e W geram o mesmo subespago.

27) Considere-se o espago vetorial P, (‘.R) dos polinomios de grau menor ou

igual a n com coeficientes reais. Sejam:
114 ={p(x)ePn (‘R)/p(l)zo} e W, :{p(x)ePn(iR)/p(Z):O}.

Determinar W, "W, e W, +W, ..

28) Considere-se o corpo R dos numeros reais como espago vetorial sobre o
corpo Q dos nimeros racionais. Mostrar que os conjuntos {1,\/2 A3 } e

{2—\/27, 442, 3—\/5} geram o mesmo subespaco de ‘R.

29) Considerem-se os seguintes subespacos do R *: U = {(a, b,c,d)/b+c+d= O}
e W= {(a,b,c,d) la+d=0ec= Zd}. Calcular uma base e a dimenséao dos

subespacos: U, W, U+W e UNnW.
R.: base de U: {(1,0,0,0),(0,~1,1,0),(0,~1,0,1)}; dim(U)=3

base de W: {(0,1,0,0),(~1,0,2,1)}; dim(W)=2;
base de U +W: {(1,0,0,0),(0,-1,1,0),(0,0,-11),(0,0,0,1)}; dim(U + W) =4;

base de UnW: {(-1,-3,2,1)}; dim(UnW)=1

30) Determinar as coordenadas do vetor u = (2,1,4) eR’ em relagdo as bases:

a) canonica. R.: [u] =

Bo= N

b) B={(L11),(1,0,1),(1,0,-1)}. R:[u], =| 2
-1



318 | INTRODUCAO AO ESTUDO DA ALGEBRA LINEAR

0
a base: 1

R AR

32) Determinar a matriz de mudanca da base B={(1,1,0),(0,1,0),(0,0,3)}

31) Determinar as coordenadas da matriz (2 JEM 5 (9&’) em relagdo

I

1 00
para a base canonica do R°. R [M]i =[-1 10
00 1

33) Considerem-se as bases B ={el,e2,e3} e C= {gl,gz,g3} do R, relacio-
nadas da seguinte forma:
81=€ e,
g,=2e +e,+e,

g,=e +2e,+e,

Determinar a matriz de mudanca da base B para C e de C para B.

|

[T P

S v
|
(SN

R:[M] =P=

- O =
—_— =N
—_ N =
[ CRSE Y
0 |—
o |—

34) Considere-se o espago vetorial P, (SR) dos polindmios de grau menor

ou igual a 2 com coeficientes reais. A matriz de mudan¢a da base

B= {1 +1t,1— tz} para uma base C desse espago é C _21) Determinar
a base C.
R: C={2,1+3t}
35) Verificar quais das aplica¢des abaixo sdo transformagdes lineares:
a) T:R* > R? definida por T(x,y)z(x+y,x). R.: sim
b) T:R> — R, definida por T(x,y,z) =2x-3y+4z. R.: sim

¢) T:R*> - R, definida por T(x,y) =Xxy. R.: ndo
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36) Seja T:R*> >N a transformagio linear tal que T(1,1)=3 e T(O,l) =2.

Determinar a expressao de T(x,y). R.: T(x,y) =x+2y

37) Seja T:R* - N’ a transformagio linear definida por:
T(x,y,z,t)=(x—y+z+t,x+22—t,x+y+3z—t).
Encontrar uma base e a dimensao de:
a) Im(T). R.:base: B={(1,1,1),(0,1,2),(0,0,2)}; dim(Im(T))=3

b) Ker(T). R.: base: B={(-2,-11,0)}; dim(Ker(T))

1

38) Determinar a expressio da transformacio linear T:R°> — R’ tal que:
T(1,1,1)=(2,2), T(1,0,1)=(L1) e T(1,0,-1)=(1,-1).
R: T(x,.2)=(x+y,y+2)
39) Seja T:R> — N’ o operador linear definido por:
T(x.y,2)=(x+2y—z,y+z,x+y—2z)
Encontrar uma base e a dimensao de:
a) Im(T). R.: base: B={(1,0,1),(0,1,-1)}; dim(Im(T'))=2

b) Ker(T). R.:base: B={(3,~1,1)f; dim(Ker(T))

1

40) Determinar uma transformagao linear T:R* — R’ cujo ntcleo é gerado
pelos vetores (1,2,3,4) e (0,1,1,1).

R.: T(x,y,z,t)=(O,—x—y+z,—x+y+z)

41) Determinar uma transformacio linear T:R> — R’ cuja imagem é gerada
pelos vetores (1,2,3) e (4,5,6).

R.: T(x,y,z)=(x+4y,2x+5y,3x+6y)

42) Sejam F: R’ >R’ e G: R’ - R transformagdes lineares definidas por:

F(x,y,z)=(2x,y+z) e G(x,y,z)z(x—y,y)

Encontrar as expressoes que definem as transformacoes:
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a) F+G. R.: (F+G)(x,y,z)=(3x—y,2y+z)
b) 3F. R.: (3F)(x,y,2)=(6x,3y +3z)
c) 2F-5G. R.: (2F—5G)(x,y,z)=(—x+5y,—3y+22)

43) Sejam F: R’ >N’ e G: R > R? transformagdes lineares definidas por:

F(x,y,z)=(2x,y+z) e G(x,y)z(y,x)

Determinar, se possivel, as expressdes de: FoG e GoF.

R.: (GoF)(x,y,z) = (y+ z,2x); F oG nao estd definida

44) Sejam F: N> >R’ e G: R —> R? transformagdes lineares definidas por:
F(x,y) = (x - y,x) e G(x,y) = (x,O)

Determinar, se possivel, as expressoes de:

a) 2F+3G. R: (2F+3G)(x,y)=(5x—2y,2x)
b) FoG. R: (FoG)(x,y)=(x.x)
¢) GoF. R.: (GoF (x,y)z(x—y,O)
d) F2 R: (F?)(x)=(-px-y)
e) G- R.: (Gz)(x,y)z(x,o)

45) Determinar a representa¢ao matricial de cada um dos seguintes opera-

2 ~ . .
dores do R*, em relagdo as bases indicadas:

a) T(x,y) = (2x,3y - x); base canonica do R

R:[T], =(j g

b) T(x,y) = (3x —4y,x+ Sy); base B= {(1,2),(2,3)}.
R:[T], {_‘Z _z]

46) Determinar o operador linear T: 91> — R’ cuja matriz em relagio a base

B={(1,1),(1,2)} é E 2] R:T(x,y)=(2x2x+y)
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47) Seja T o operador linear T:R*>—R> cuja matriz em relagio a base
10
B= {(1,1),(1,—1)} é 0 sl Determinar a matriz de T em relagdo a ba-

. a2 3 2
se canOnica do R~. R.: [T]C = 53

48) Sejam F:R* >N’ e G:N*> >R’ transformagdes lineares tais que

F(x,y) = (x,x - y,2y) e que a matriz de F + G em relagdo as bases cano-

2 1
nicas do N> e R’ é| 0 1 | Determinar a matriz de G em relagio a essas
3 3

bases e a expressao da G(x,y) .

1
R.: [GJz -1 2 ;G(x,y)z(x+y,—x+2y,3x+y)
31

49) Considere-se o espago vetorial M, (ER) das matrizes de ordem 2 sobre ‘R.
_ 1 -1
Sejam: M = o | um elemento desse espagoe T: M, (ER) - M, (ER)

a transformacao linear definida por T(A) =MA,VAeM, (‘R) Encontrar

uma base e a dimensao de:

a) Ker(T). R.:base:Bz{G 3](3 i]} dim(Ker(T))=2

b) Im(T). R.:base:Bz{(_; gj[g _21} dim(Im(T))=2

50) Mostrar, em cada caso, que o operador linear T:R> — R’ é inversivel e

determinar uma expressio para T
a) T(x,y,z) =(x—3y—22,y—4z,z).
R.: Tfl(x,y,z)=(x+3y+14z,y+4z,z)
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b) T(x,y,z)z(x+z,x—z,y).

R: T (x,y,2)= (%,z,xz;yj

51) Determinar quais dos operadores lineares T : R> — R’ sio automorfismos:
a) T(x,y,z)=(x—3y—2z,y—4z,z). R.: sim

b) T(x,y,z)z(x,x—y,2x+y—z). R.: sim

52) Considere-se o operador linear T:R’ — R’ satisfazendo as seguintes

condicoes:
T(1,0,0)=(111), T(0,1,0)=(1,0,1) e T(0,1,2)=(0,0,4)

Pergunta-se: T é um isomorfismo? Caso seja, determinar o isomorfismo

inverso.

R.: sim: Tl(x,y,z):(y, 3x—iy+z’—x2+ ZJ

53) Seja T: P,(R)—> M, (R) tal que T(ao +alt+azt2)=(a0 aoial} De-
al a1 aZ

terminar a matriz de T em relacio a base {1,1 +1,24+ t2} do espago P, (SR)

o =2 1o (o 0)fo 0 (5
e a base o ollo oller ollo 3 0 espago 2( )

4 -4
R:P= % % X
0o -1 0
0 3 3

54) Sejam B= {el,ez} uma base do espago vetorial Ve T:V —V o operador
linear para o qual se tém: T(e1 ) =3e,—2e,e T(ez) =e, +4e,.5¢eC= {fl,fz}

¢ uma base de V paraa qual se tém f, =e, +e, e f, =2e, +3e,, encontrar a

8§ 11
matriz de T em relac¢do a base C. R ( 5 J
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55) Encontrar todos os autovalores e uma base para cada um dos autoespagos

seguintes:
a) T:R* - R, definido por: T(x,y) = (3x+3y,x+5y).
R.: A, =2; base de V(/”tl): B, ={(3,—1)}; A, =6; base de V(/Iz): B, ={(1,1)}

b) T:R> > R, definido por: T(x,y,z)=(x+y+z,2y+z,2y+3z).
R.: A, =l;base de V (4, ): B, ={(1,0,0),(0,~L1)}; 1, =4;
base de V(ﬂ,2 ): B, = {(1,1,2)}

56) Para cada matriz abaixo, encontrar todos os autovalores e os autovetores:

2 2

a) (1 3} R.: ﬂlzl;vlz(z,—l);/12=4;V2=(1,1)
311

b)[2 4 2| R:i=2v,=(L-10)ev,=(10,-1%4,=6;v,=(1,21)
113

57) Mostrar que o operador linear T:R®>— R’ cuja matriz é dada por

-9 4 4
-8 3 4 |édiagonalizavel e exibir sua matriz na forma diagonal.
-16 8 7
-1 0 O
R 0 -1 0
0o 0 3

58) Verificar quais dos operadores lineares abaixo ¢ diagonalizavel. Exibir a

matriz dos que forem diagonalizaveis em relagao a base de autovetores.

a) T(x,y,z):(2x+z,x+2y—z,2x+3z).

100 1 00) (200
R.: ¢ diagonalizével;[T],=|0 2 0|ou[0 4 O|ou0 1 0
00 4 002 (004

| 323
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b) T(a0 + alt) = (Sao —6a,)+ (9a0 —7a1)t.

2 0 -1 0
R.: é diagonalizavel; [T]Bz 0 -1 ou 0 >

59) Considere-se o operador linear T: M, (TS) — M, (TS), onde M, (TS) é

o espago vetorial das matrizes triangulares superiores de ordem 2, cuja

1 0)y(0 1)(0 O
base candnica é C= , R . Mostrar que o operador
0 0)J{O0 O0)l0 1

a b 3a 3b
linear T = ¢ diagonalizavel e exibir sua matriz
0 ¢ 0 —a+3b+c

em relacdo a base de autovetores.

300 100
R.: ¢ diagonalizavel; [T],=[0 3 0|ou|0 3 0
00 1 003

60) Verificar quais dos operadores lineares abaixo é diagonalizavel. Exibir a

matriz dos que forem diagonalizaveis em relagao a base de autovetores.

a) T(x,y,z)=(x+y+z,x+y—z,x—y—z).

1 0 O 1 0
R.: é diagonalizavel; [T]B= 0 2 ofoul 0 -2
0 0 2 0
0
ou| 0 1
0 -2

b) T y)z(ﬁ%,@}

. L % 0 1 0
R.: é diagonalizavel; T[ ]Bz 0 1 ou 0 s

4

) T(x,y,z) = (—2x +5y-2z,3y-2z, z). R.: ndo é diagonalizavel
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d) T(x,y,z)=(x+2y+3z,2x+y+22,3x+3y+z).
6 0 0 6 0 0

R.: é diagonalizavel; [T]B: 0 -1 Ojoul0 -2 0
O 0 -2 0 0 -1

-2 00
oul 0 -1 O
0 0 6

e) T(a0+a1t+a2t2):(a0+al+a2)+(a0+a1—az)t+(—a0+a1+3a2)t2.

R.: é diagonalizavel; I:TJB =

S O
S NN O
S O N
S NN O

0 0
0] ou 0
2 1

61) Em um espago vetorial euclidiano, provar que:
2) [ =[] < ¢+ v,u—vy =0,
b) Jut " =[u + ] = Cwy =0.
) () = (Ju+ v ~Ju—[’).

62) Sejam u e v vetores de um espaco vetorial euclidiano. Mostrar que {u,v} é

@) =[]

LD se, e somente se,

63) Sejam u e v vetores de um espaco vetorial euclidiano. Provar que (u,v) =0

, VaeR.

se, e somente se, |[u+ av” > ||u

64) Usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago euclidiano R? com o

produto interno usual, para mostrar que, para quaisquer numeros reais es-

tritamente positivos x e y, é verdadeira a desigualdade: (x + ;v)[l + lj >4.
Xy

65) Sejam u e v dois vetores LI do R>. Mostrar que existem dois, e apenas dois,

vetores de norma igual a 1 que sdo ortogonais simultaneamente a uea v.
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66) Seja W um subespago de um espago euclidiano de dimensao finita V. Con-
sidere-se um vetor v € V, o qual pode ser escrito na forma v =w +w', com
weW e w'eW". Mostrar que a aplicagio T:V —V, definida por
T(v) =w—w' é um operador linear que satisfaz a seguinte propriedade
(u,T(v)) = (T(v),u), YuveV.

67) Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita e T a projecao ortogonal
de V' sobre o subespaco W de V. Mostrar que o operador linear T satisfaz a

seguinte propriedade (T(u),v) = (u,T(v)), YuveV.
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