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O conhecimento de Algebra Linear possui uma importancia marcante na
conceituacao, descricao e resolucao de problemas das diversas areas da
Engenharia e Matematica.

O seu aprendizado, garante maturidade tedrica, sendo utilizada como
ferramenta explicita nas disciplinas mais avancadas dos cursos e na solucao
de problemas no mundo real, tornando-a assim, uma disciplina basica e
imprescindivel no ensino de qualquer area.

Com este livro buscamos propiciar ao leitor compreender os conceitos da
Algebra Linear com aplicacdo a espacos n-dimensionais, e solucdes de
problemas e sistemas matriciais com aplicacdes concretas em engenharia,
matematica e areas afins.

Formatamos este livro em um conteddo resumido, mas, didaticamente
apresentado, na busca de facilitar a compreensao do leitor, contudo longe
de ser o recurso final do aprendizado desta disciplina, que € ao mesmo
tempo bela e complexa.
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MATRIZES; OPERACOES E DETERMINANTES




Uma matriz pode ser vista como uma planilha de dados da qual podemos extrair ou
incluir informacoes relativas a problemas de natureza pratica.

Veja no exemplo a seguir uma planilha com dados relativos a quantidade de material
empregada na construcao de trés estilos de casa: moderno, mediterraneo e colonial.

B I 773 Y T

Moderno

Colonial

Observamos na tabela que se o construtor deseja construir uma casa com estilo
mediterraneo ele necessitara de: 7 unidades de ferro; 18 de madeira; 12 de vidro;

9 de tinta e 21 de tijolo.
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uestdes dos tipos a seguir podem e devem ser respondidas
utilizando-se operacdes matriciais:

r

1. Se ele vai construir 5, 7, 12 casas dos tipos modernos, mediterraneo e colomial,
respectivamente, quantas unidades de cada matenal serao empregadas?

- o

ente, 15, 8:5 1, 10 u.p. Mgm unital

2 Stpmdoagorameospregosporumdadedeferro, madeira, vidro, tinta e tijolo

io de cad

1 tipo de




ormalmente definimos uma matriz como uma disposicao
retangular de numeros ou funcdes do tipo:

Y
Coluna j



CONCEITOS BASICOS DE UMA
MATRIZ

Ordem

Se A é uma
matriz com
m linhas e
n colunas,
dizemos
que a
ordem da
matriz A é

Matriz
Quadrada

E a matriz
que possul
0 humero
de linhas
(gual ao
numero de
colunas (m

Elemento

matriz A

Eo
elemento
que se
posiciona
na linha i e
coluna .

Diagonal
Principal
da Matriz

Numa
matriz A, é
formada
pelos
elementos
a; tais que
[ =]



notacdo para uma matriz A de ordem qualquer € da forma A = (a;).

o N

A matriz numérica € indicada por seus elementos na forma A = (aj).

A matriz numeérica do nosso exemplo possui:




Matriz nula: possui todos os elementos iguais a zero.

000
M=\ 000

(2 X 3)




Matriz triangular superior: € uma matriz quadrada cujos elementos situados abaixo
da diagonal principal 5ao iguais a zero, ou, ainda, aij = 0 sempre que i > J.
Por exemplo, a matriz (3 x 3) a seguir & triangular superior.

--..--- --- 3-- . - --
1 "=, e,
-...- 1_..-

Diagonal Principal

Observe gue os elementos axn = a1 = a2 = 0.




Matriz triangular inferior: & uma matriz quadrada cujos elementos situados acima da
diagonal principal sao iguais a zero, ou ainda, aij = 0 sempre que i < j.
Por exemplo, a matriz (3 x 3) a seguir & triangular inferior

{9

0
0




Matriz diagonal: € uma matriz quadrada cujos elementos fora da diagonal
principal sao iguais a zero,ou, ainda, aij = 0 semprei= .

2 0 0
I
0 0 3




Matriz identidade: denotada por I,, € uma matriz diagonal
cujos elementos da diagonal principal sao a; = 1.

1 0 0
R
0 0 1

l3=




Matriz linha: € uma matriz que possui apenas uma linha.

A=(1 2 6 -1) (1x4




dpends Uimad coluna.




Matriz transposta da matriz A= (as;): denotada por A", € tal que o elemento situado na
linha i e coluna j de A passa a ser o elemento da linha j e coluna i de A",

=> At=







Matriz antissimetrica: € uma matriz tal que A= - A",

0

1 -2
A=-At= [ -1 0 3
2 -3 0

Observe que na matriz antissimétrica todos os elementos da diagonal principal sao
necessariamente iguais a zero.




MATRIZES 0PERACOES COM MATRIZES

s operacdes de soma entre duas matrizes e de multiplicacao de um

escalar (numero real) por uma matriz sao definidas de forma intuitiva,
como mostramos a seguir:

g J G —

I_‘I

soma

Dadas as matrizes A = (aij) e B = (bij) com a

mesma ordem, a soma entre elas e uma C = (cij),

de mesma ordem que A e B, tal que

cij = aij + bij para todo i, j Por exemplo,
¥ 3 | [ 243 1+¢p) [s5 o
1 4 L2 1] [1+2  4+1 i 5



MATRIZES OPERACOES COM MATRIZES

T I

Multiplicacdo por escalar
Dada a matriz A = {aij) e o escalar k -
matriz (k.A) e obtida multiplicando-se todos os

seus elementos por k
k.A = (k.aij), para todo i, j.
Por exemplo,

43 5 0y (12 20 0
L 7. 2} i 98 8

=




ATRIZES

TENCAO!!!



PRODUTO DE UMA
MATRIZ

O produto entre
duas matrizes néo
é definido de
forma intuitiva
COmMo ocorre nos
casos das
operacoes de
soma e da
multiplicacao por

escalar

Inicialmente, para
qgue esta operac@o
seja definida entre
as matrizes A e B é
necessdario que o
numero de colunas
da matriz A seja

igual ao nimero de :

linhas da matriz B.

Seja A = (ay) uma

matriz de ordem
(mxp)eB=(by
uma matriz de

ordem (p x n). Seja :

C=(AB) =(c)a

matriz produto de

A por B.



MATRIZES PrODUTO DE MATRIZES

ada elemento (c;) da matriz C sera obtido da seguinte forma:

«Selecionar a linha i da matriz A dada por:
{EH E.'E -|-||--|-|+-|-|'E-‘!}

by
B[ P

b

« Selecionar a coluna j da matriz B dada por:




MATRIZES PrroODUTO DE MATRIZES

eja o calculo da operacao de produto no exemplo a seguir:

. . -~ Ty
Sejam as matrizes A e B: 3 -2
2 -2
A= [ ] e B= 1 2
3 -1 4
-1 3
o —

Observe que a matriz C = A B possui ordem (2 x 2) (JUSTIFIQUE), onde:
cu=2.3+1.1+{-2).(-1)=9

(soma dos produtos dos elementos da linha 1 de A pela coluna 1 de B)
ciz=2.(-2)+1.2+(-2). 3=-8

(soma dos produtos dos elementos da linha 1 de A pela coluna 2 de B)
':11-3 3+[1} 1+4{1] =4




MATRIZES PrRODUTO DE MATRIZES

Ou, ainda, == o

era possivel o calculo do produto de B por A? Verifique?

CUIDADO!!!

E possivel, BA & uma matriz de ordem (3, 3).

0 5 -l4 Nem sempre a
propriedade
BA = 8 -1 O comutativa esta

presente no
T =4 | 4 produto de matrizes.




MATRIZES PrProODUTO DE MATRIZES

ROPRIEDADES:

Sejam A, B e C matrizes cujas operacoes abaixo estao definidas:
1(A.B).C = A.(B.C); (associativa)
2)A.(B + C) = AB + AC (dtstnbutlva a dwelta)




MATRIZES PROPRIEDADES

Seja A uma matriz quadrada de ordem (n x n),
definimos as poténcias da matriz A da forma a seguir:

A?=AA

A’ =A.AA




MATRIZES PROPRIEDADES

B —

. " : A"=AA...... A (n vezes
Por convencao A° = |, (matriz identidade de mesma ordem de A

Por exemplo,

SejaA=] 2 3 |].Entdo,A’=)]2 3 2 311 6|
4 -4 1 4111 a4} 12 |13
' ‘




MATRIZES ATIVIDADES

ejam as matrizes:

A=

E
|

2 4

2 3

2]
],E=

3 -2

alcule se possivel:

(a)C + E, A + B, 2C - 3E.

(b) (At t, (C + E)t, (Ct+EY), (2D +3F), (-A)t, -Ate (3A - 5BY.

bt O D

d Pt —

(C) (AB)", (BA)t ,DD*, DED.

M= R

Pod =2

= B N




MATRIZES ATIVIDADES

2)Se L € um numero real, calcule Lls - A para:

1 2 3 1 0 0
A= E, 2 _:Il' E."|3= |:| 1 |:|
|3 2 4 00 1

3)Seja A =|: ? :] :IJ mostre que A= |

4)Seja D a matriz dada no exercicio (1), calcule 3D° - 2D* + 5D - 4 I5.

h)Encontre um escalar r tal que Ax = rx para A = I:f ; :Ie X = I: 1 :I



MATRIZES ATIVIDADES

-2
6)Encontre uma constante k tal que (kA)® (kA) = 1, onde A= | 1
-1

7)5ejam A, B e C matrizes onde as operacoes abaixo estao definidas. Yerdadeiro ou Falso? Justifigue.

(@) (-A) = - (A%

(b) Se A e B sao matrizes tais que AB = O, entdo A = O ou B = O (O aqui e a matriz nula).
(c) Se AB = AC, entao B = C.

(d) (A + B)? = A? + 2AB + BZ

(e) (A + B)(A - B) = A? - B¢

(f) 5e A e B sao matrizes simetricas, entao AB = BA.

(2)Se AB = 0, entao BA = 0.

. 2 X
EjSE]aA—I:EI_1 0

]. Se A= A, determine x.

9)5eja A = I: i i:l . Ache B de modo que BX:=A.



O+ DETERMINANTE

" MATRIZ

L]
L]
°
+.
L]
L]
°
[ ]
L]
L]
L]
[ ]

! Formalmente,

:| “Determinante & a somatoria de todos os produtos possiveis dos n elementos
:| de uma matriz quadrada, de maneira gue em cada parcela - formada por um
:| produto - nao haja dois elementos pertencentes a uma mesma linha e/ou

| coluna” (SOARES, 1979).



O+ DETERMINANTE

e JVIATRIZ

De forma pratica, o determinante de uma matriz quadrada A de ordem (n x n),
denotado por det (A) ou |A| , € um ndmero que esta associado a esta matriz
que sera calculado segundo as regras que se seguem:

«Cason=1 A=(a) det(A)=a;
ab

«Lason=2 A= ( )det (A) = ad - bc;
¢ d

«Cason=3 adotaremos a regra pratica de Sarrus descrita a seguir:
Dada a matriz A = a b c



O+ DETERMINANTE

" MATRIZ

L]
L]
°
+.
L]
L]
°
[ ]
L]
L]
L]
[ ]

«Repetimos as duas primeiras colunas apos a terceira coluna, de forma a
montar uma matriz com 3 linhas e com 5 colunas. Tracamos as 3 diagonais rosas
e as 3 azuis conforme a figura a seguir. Os produtos dos elementos envolvidos
nas diagonais rosas devem ter o sinal negativo e nas azuis positivo.

a b B A& b
d . W e
BT A SRE e h
-ceg -aﬂi -bdi + aei + bfg + cdh

: O det (A) sera o somatorio dos produtos indicados, ou, ainda, det(A) = aei + bfg
‘ + cdh - ceg - afh - bdi



Ot DETERMINANTE

o MATRIZ

[ ]
L]
L]
°
+.
L]
L]
°
[ ]
L]
L]
°
[ ]

Por exemplo, rl 4 'ﬂ
Calcule o determinante da matriz A=|0 2 1}.
3 0 2

Pela regra de Sarrus, formamos a matriz e tracamos as diagonais indicadas:
(2 4 6. 2 i
0 2 1 0 2 ‘
O T Y 0
-0 -0 -0 +8 +12 +0

‘ Det (A)=-0-0-0+8+12=20



COFATOR

Cofator

Denotado por Ay, o cofator do elemento “ay” da
matriz quadrada A é definido por

Ay = (-1)'71. det (Ay)

onde Aij denota a matriz obtida da matriz A
suprimindo-se a linha i e a coluna j.




COFATOR

E —

Por exemplo, 242 1
SejaA= % g l Ié , vamos calcular o cofator do elemento as de A.
7ol 8 1 At
£ 8
A32=(-1)3‘2. 233 =
2 41 \ Determinante da matriz obtida de A

retirando-se a linha 3 e coluna 2 1




O+ DETERMINANTE

C U MATRIZ

Regra de
Laplace



O+ DETERMINANTE

o MATRIZ

A regra de Laplace reduz o calculo do determinante de
uma matriz de ordem n a uma soma de n determinantes
de ordem (n - 1). O procedimento adotado deve ser o
seguinte:
« Escolher uma linha ou uma coluna da matriz que se
deseja calcular o determinante, sendo
preferencialmente uma linha ou coluna que contenha o
maior numero de zeros possivel.
+ Se a linha i da matriz foi a escolhida,
det{A) = andi + aiz Ao + .....+ Aindin

Se a coluna j da matriz foi a escolhida,
det(A) = ajl; + az bz +




O+ DETERMINANTE

o MATRIZ

Observe que os elementos pertencentes a linha ou coluna

escolhida estdo envolvidos na aplicacdo da regra de Laplace.
Por esse motivo, a escolha deve priorizar linhas ou colunas
que contenham o maior numero de zeros possivel.




O+ DETERMINANTE

e JVIATRIZ




O+ DETERMINANTE

C U MATRIZ

V< . \
. 4 1 Z 1
. Por exemplo, vamos aplicar a regra de 23
| Lapl ra calcular rminan matrizA=|__1 = ° |
: Laplace para calcular o determinante da mat SRR,

A expansdo do determinante sera feita fixando a
segunda coluna da matriz (€ a fila — linha ou coluna
- com o maior numero de zeros). Logo,

det(A) = aiz Az + 222 Azz + 232 Az + 202 Az

: 2 13 2 1 22 1 2 1
D Mdet(A) =4.(-1)"2|0 4 -8|+0.(-1)72|0 W8 |+3.(-1)*F 2 1 3[+0.(-1)*2|2 1. 3

det(A) = (-4) . (B+0-16-24+32-0) + (-3). (2+4+12-2-12-4)

=(-4).0+(-3).0=0
Logo, det(A) = 0.



O+ DETERMINANTE

- MMATRIZ

+

0O calculo do determinante de matrizes com ordem
superior a trés e bastante trabalhoso. Por exemplo,
para calcular o determinante de uma matriz de ordem

(5 x 5) seria necessario que calculassemos 5
determinantes de matrizes (4 x 4).

Desta forma, algumas propriedades que
: apresentaremos a seguir poderao nos auxiliar na
‘g simplificacao dos calculos.




O+ DETERMINANTE

" MATRIZ

Propriedades de determinante

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.

1)det(A' ) = det(A)

2)det{k.A) = k".det{A), k= n"real

3)det{A.B) = det(A).det(bB)

4)5e A possui linhas (colunas) iguais ou proporcionais, entao
det {A) = 0.

3)5e trocarmos as posicoes de duas linhas (colunas) de A, 0 seu
determinante fica multiplicado por {-1).

6)5e A @ uma matriz triangular o seu determinante e o produto

: dos elementos da diagonal principal.
‘: 7)5e somarmos a uma linha (ou coluna) de A um multiplo de outra

linha {ou coluna), o determinante da nova matriz e igual ao de A.



O+ DETERMINANTE

e JVIATRIZ

Atividades




O+ DETERMINANTE

" MATRIZ

se as propriedades para calcular o determinante de
:; cada uma das seguintes matrizes:

30000 = =
19 18 0 0 0 :‘213‘21
(WA= |6 T -5 0 0=

4 30 0|%? 1200
EBR3bbNG-1 plest 1 2



O+ DETERMINANTE

S MATRIZ

alcule o determinante das seguintes matrizes:

2 4 0 1 O X

(1)A= 0 2 1 |2)Aa=|1 1 x?

3 0 2 Zun B XE
4 -1 2 -2 1.2 3 4
i o e R 0, e 5006 7
y et 09 |0 08 9
B S RS 0O 0 0 10




O+ DETERMINANTE

o MATRIZ

etermine (V) Verdadeiro ou (F) Falso, justifiqgue em
:; ambos 0s casos.

(1)det(A + B) = det(A) + det(B);

(2)det(A?) = [det(A)]?;

(3)Se A € uma matriz de ordem n e A' € a matriz transposta de A, entao det(A'A) 2 0.
(4)Seja A uma matriz triangular. Entao, se os elementos fora da diagonal principal sao

todos negativos, det(A) é positivo.
(5)Seja A uma matriz simétrica, entao det (A'A)>det(A).
(6)Se detA = 1, entao A é a matriz identidade.

. (7)Se A € uma matriz triangular, entao detA = ay + an + ...... + amn.
‘ © (8)Se A € uma matriz de ordem 10 x 10, entao det(2 A) = 2 det(A).



O+ DETERMINANTE

o MMATRIZ

+

raco de uma matriz.

;' Seja A uma matriz quadrada. Definimos o traco da
matriz A como sendo a soma dos elementos da diagonal
principal da matriz. Tr(A)=a;; +a,, +... +a,_ .

Emr—

Por exemplo, para A= |0 1| , temosque: TriA)=2+2+2=56.

. . . —3 ﬂ —_ . . r =

: *Assim como o determinante, o trago de uma matriz é

“ um numero associado a esta matriz.




O+ DETERMINANTE

S MATRIZ

§ Propriedades do traco de uma matriz.




GABARITO




GABARITO

(1) Observe que a matriz A e triangular inferior, logo, pela
propriedade (6), seu determinante e o produto dos elementos

da sua diagonal principal.
Entdo, det(A) = 3. 18. (-5). 0. (-1) =0

(2) Observe que a coluna 4 da matriz A e igual a coluna 3
multiplicada por 2, logo, pela propriedade (4), o
determinante de A e igual a zero.

(1) 20
(2) - x2
(3) 1

(4) 400



GABARITO

. 1 0 0 0 - 1 0
(1) Falso, sejam A = (D .:}) e B _(D 1 ), entao A + B '(D 1)
Observe que det(A ) + det(B) = 0 = 1 = det(A + B).
(2) Verdadeiro, det(A?) = det(A.A) = det(A).det(A) = [det(A)]2.
(3) Verdadeiro, det(At A)= det(Af).det(A) = det(A).det(A) = [det(A)]2 0.
(4) Falso, como A & uma matriz triangular, o seu determinante e o produto dos
elementos da diagonal principal, isto e, independe dos elementos fora da diagonal
principal.

0 0

(5) Falso, seja A = (D o). entao det(At A) = 0 = det(A).
(6) Falso, seja A = ([1 D). entdao det(A) = 1 e A nao e a matriz identidade.

(7) Falso, det{A) = a11. azz....ann.

(8) Verdadeiro, usar a propriedade det(kA)= kn det(A).



SINTESE DA AULA

\'essa aula vocé:

 Aprendeu a operar matrizes.

* |dentificou matrizes especiais e suas
propriedades.

* Calculou determinante e traco de uma
matriz e aprendeu as principais
propriedades.




O QUE VEM NA PROXIMA AULA

'\'a préxima aula, abordaremos os seguintes
assuntos:

* Inversa de uma matriz.

* O posto de uma matriz.

* Introducao a sistemas de equacoes algébricas
lineares.
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INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

~
AULA 2
INVERSA E CALCULO DE POSTO DE UMA MATRIZ




INVERSA E CALCULO
POSTO DE UMA

D E

Matriz inversivel

inversa de uma matriz possui

grande aplicabilidade na
simplificacao de equacoes
matriciais. Em nosso estudos

futuros veremos a sua influéncia
nos processos de discussao e
resolucago de sistemas de
equacoes lineares.




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Matriz inversivel

iz-se que uma matriz quadrada
A de ordem n é inversivel se
podermos encontrar uma matriz

B também de ordem n, de tal
modo que:

AB = BA = I,

nde, | € a matriz identidade de
ordem n.




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Matriz inversivel

este caso, a matriz B é dita a
inversa da matriz A e, em geral, é
denotada por B = A'l. E importante
ressaltar que se a matriz B é a
inversa de A, entdao a matriz A sera
a inversa de B.

B=A"{—> A=B"
N




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

. , r . e
Matriz inversivel seguir, vamos usar a definicao para
calcular a inversa de uma matriz A

genérica de ordem (2x2). ( ) )
d

Seja a matrizA = cd

Desejamos encontrar uma matrz B = ( ;{ :;, ) tal que:
ab Xy 10
‘ﬂ‘Ez(c d)(zw) =(EI1 ):
ax+bz ay+bwy (10
cx+dz cy+dw/) "\ 01




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Matriz inversivel eja os dois sistemas nas variaveis x, z,
Yy € W que precisamos resolver:

ax +bz=1 cx+dz=0
(1) e (I
cx+dz=0 by + cw =1

Resolvendo (l) por substituicao de variavel, temos

z=%x:>ax+b(%x ):1:j>adx-bc:-::d:>

(ad - I:n:) x=d = x= d —
ad-bc
- Logo, z= < d = .
det A d detA det A




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

. . f :
Matriz inversivel esolvendo o sistema (llI), de forma

analoga obtemos:

_ -b e e 3
det A det A

y

Por fim, A 1 (d -h)
det (A) \ -c a




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Matriz inversivel

f

bserve a relacao existente entre os

elementos da matriz A e sua inversa AL
Sem efetuar muitos calculos escreva a

inversa da matriz A = ( 12 )
3 8

= de:mj ('-dc : )

i (3-2):(4 . )
Z -3 1 -3/2 111




INVERSA E CALCULO

D E

POSTO DE UMA

@]
\

)

m geral, a determinacao da inversa de uma
matriz de ordem n requer muitos calculos. E
importante ressaltar que somente podemos
calcular inversas de matrizes quadradas com
determinantes nao nulos.

ara estabelecermos a formula geral para

calculo da inversa de uma matriz de ordem n
precisamos das definicoes a seguir.



INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

Matriz dos cofatores
= § e L
| demn . definido pelo numero
rdem N. ) \ede
Seja A uma matriz quadrad§ d;;menm genérico ai da matriz
o cofator 4@
Lembramos Gue
A (1) det(Aij)
ij | »
mhaied coluna J- tores de A, 1st0 €
ida de A, retirando-se & e |culando-se todO cofa
de: A 3 submatrnz obll ﬁd ' da por A formada Ca
once: de A, deno ’
; fatores ;
j, matriz dos €0




INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

Matriz dos cofatores

ol

_ 210
Por exemplo, paradA={ -314 o5 cofatores sao dados por:
165
8 S T 1+1 1 4 e 1 — 1+ 2 -3 4 == .
Ay, = (—1) |ﬁ | 19;:  By,= (=1)1*+2| : 5| 19;
M 1+z |3 1__ + 1 -—
L G V] - 19; Az, =(—1)2 lﬁ . 5;
13 2+z |2 0] — 2+ 3 .
Asz= [_1:| 1 5 10; Azg= [ 1:' | 11
1 0 +z212 0O)_
Az, = [_1:| s 1 41~ 4 Agz= [_1}3 -3 41 =8
2 1 19 19 -19
Azz= [_1]3+a o T | = 2 . 1
Logo: = 5 10 -1




INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

Matriz adjunta de A

Denotada por Adj(A), € definida como a transposta da matriz dos cofatores de A, isto e,

Adj (A) = (R)"
Mo exemplo:
19 -5 4
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DE POSTO DE UMA AJ

Matriz inversa de A

Apos a determinacao da matriz adjunta da matriz A, podemos encontrar a inversa de A, usando o seguinte resultado:

A= 1. adj(A)
det A
Por fim, a inversa da matriz A do exemplo sera dada por:
B —
= = 19 19
-19 -5 4
A'L_1_19_ e o = e %
49 11 5 B
8 - 1 _5
= (e B







EXERCICIO rrOPOSTO

Ache se possivel a matriz inversa das seguintes matrizes:

= _ 1 4 2 4 - =
) S SN 12 1 2 10x2
(1)A = 0 2 1 (2)A = (3)A = 1 1 X
0 2 Ul G
o = 0 1 1 2 2
4 1 2 -2 0000
3 10 0 19 18 0 0 0
(4)A =
2 3 1 0 (3)A=| 6 7w 50 0
0 7 1 1 4 /30 0
= = 8 3 5 6 -




EXERCICIO rrOPOSTO

Ache se possivel a matriz inversa das seguintes matrizes:

Gabarito (1)

St 1
T N )
o et RSN
0510
B i oo
10—a—5
Gabarito (4)

Gabarito (2)

A ndo é inversivel, pois det(A) = 0

A -1 4 .2
3 -4 12 -6
1114 -4322
10 14 -41 21

Gabarito (5)

A nao é inversivel, pois det(A) = 0.

Gabarito (3)
Para x # 0,




INVERSA PROPRIEDADES

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n inversiveis.

(1) Ainversa da matriz identidade e a matriz identidade
(2) (ANH1=A

(3) (k.A)'1=% A1

(4) (A1 =( ANt
(5) ( AB)1=B"1A"
1

(6) det( A1) =
det (A)




EXERCICIO rrOPOSTO

Dadas as matrizes A =

(1) (3A)
(2) det( A1
(3) ( BY)T
(4) ( BT

(5)( AB )"

2
1

3
1

eB

2
4

0
1

—

, use as propriedades para calcular:



EXERCICIO GaBARITO

1 3
L S

(1) (BA) = _
3 311 -2

(2) det (A)-1 = 1/det(A) = -1

1/2 -2
(B)(=Bh) S ==CB) e ey
(4) B = B

/2 312

(5)( AB)-1= B IA = 3 -8




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

\l s conceitos que apresentaremos a seguir nao

sO viabilizarao o estudo de um novo processo
' para o calculo da inversa de uma matriz como
\ também estarao amplamente presentes nos
processos de discussao e resolucao de sistemas
de equacodes lineares.




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Operacdes elementares com as linhas de uma matriz
Sao trés as operacoes elementares possiveis com as linhas de uma matriz.

@ Troca de linhas Troca de linhas

E descrita por uma permuta de duas linhas da matriz, isto €,
a linha i troca com a linha j (Li €&=—L;).

@ Multiplicacao de Exemplo:
1 3 4 2 1 3
L16&—>Lz]
2y 13] Pl o34

uma linha por um
escalar nao nulo

linha por ela propria
adicionada a uma outra
linha multiplicada por
um escalar

@ Substituicao de uma



INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

' Uma matriz B ¢ linha equivalente a uma matriz A se B for obtida de A por um numero finito de
operacoes elementares.

_3 Exemplo:

9 3 e linha equivalente a matriz B = 01 -

L7—>-(1/4) 1y

£ ¢




DE POSTO DE UMA

INVERSA E CALCULO lJ A

Forma escalonada de uma matriz

Diz-se que uma matriz A de ordem qualquer esta na forma escalonada se as
seguintes condicoes forem atendidas simultaneamente:

)0 primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula for igual a um.
|I)Cada coluna que contiver o primeiro elemento nao nulo de uma linha deve
ter todos os outros elementos iguais a zero.

I} O numero de zeros que precede o primeiro elemento nao nulo de cada
linha deve crescer linha apos linha.

V) Toda linha nula deve vir abaixo de todas as linhas nao nulas.




INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

| _bserve os exemplos a seguir de trés
matrizes que estao na forma escalonada.
Verifique para cada uma delas as quatro
condicoes exigidas pela definicao.

Forma escalonada de uma matriz

100 0

(TYA=10 0 1 2 _ _

00 0 0 10 0

(3)5=10 1 o

103 0 5 0 0 1

(2)A=10 1 4 0 2 - -
000 1 4




INVERSA E CALCULO A
DE POSTO DE UMA lJ

| . : L s
Forma escalonada de uma matriz ustifique por que a matriz a seguir nao
esta na forma escalonada.

1 0 0 0
A= 0 0 1 2
0 0 -1 0

O primeiro elemento nao nulo da terceira linha nao é igual a um. Além disso, a
terceira coluna, que contém o primeiro elemento nao nulo da terceira linha, possui
outros elementos nao nulos.



INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Forma escalonada de uma matriz | tencao!

Toda matriz A é linha equivalente a uma
unica matriz B reduzida a forma
escalonada. Isto €, a matriz B & a matriz
obtida de A apos o escalonamento.

xemplo:

Vamos encontrar a matriz B reduzida a
forma escalonada da matriz A.

1 2 1 0
A= 11 0 3 5
1 -2 1 1




INVERSA E CALCULO

D E

POSTO DE UMA

bserve atentamente a sequencia de operacbes elementares que

iremos utilizar:

1 2 1 0
A=|1 0 3 5
12 1 1
12 1 0

5
01 -2
0 -4 0 1
10 3 5

5
01 -2

9
00 1 2

Lz —> Lp- L4

LY
P

L3 —> L3- L4

L1 —> Ly- 2Ly
e

’

L3 —> Ly + 4l

L1 —> Ly -3L3
e

’

Lz —> L+ L3

= = O

N

-

o W

-l’_-a.l'-.i::' -l'_-a.l—l .m|-4

Lz —> (- 1/2) Ly

L3 —=> (- 1/4) L3

LY
P

b
&



INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

Posto de uma Matriz

Seja B a matriz escalonada da matriz A.
Definimos o posto de A como sendo o numero
de linhas nao nulas da matriz B.

Mo exemplo anterior, como o nimero de
linhas nao nulas da matriz B e igual a tres,
entao o posto da matriz A e a trés.

L



INVERSA E CALCULO
DE POSTO DE UMA

[

Posto de uma Matriz

Exercicios propostos
Calcule o posto das seguintes matrizes:

~1 0 3 1 4 2
(1)aA=1 0 1 3 (Z)A=1] 1
. 1
1

1
1 0 0
1

1 2 - -
3)A =
(3) 3 4

.'_—ll

B B

MO KN A




INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

1 0 3
(1) Posto de A= 2, forma escalonadadeA=| 0 1 3
0 0 O

10 00 |
0 1 0 0
(2) Posto de A = 3, forma escalonada de A=
0 0 1 2
00 00
10

(3) Posto de A, forma escalonada de A=




INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

[ZA10 SINTESE DA AULA

Messa aula voce:

Entendeu por que devemos determinar a inversa de uma matriz;
Determinou a inversa de uma matnz:

Conheceu as propriedades da inversa;

Aprendeu a escalonar uma matrz e determinou o seu posto.



INVERSA E CALCULO

DE POSTO DE UMA

i@ O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Ma praxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

- Sistemas de equacoes lineares.

« |dentificacao;
« [iscussao e resolucao;
« Sistemas homogéneos.
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SISTEMAS DE EQUACOES
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SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
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Equacdes lineares

Toda equacao linear nas variaveis x e y no plano cartesiano € da forma: ax +b y =,

para a, b e ¢ constantes. Sabemos que geometricamente esta equacao e representada

por uma reta. "

ax +by=c
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No espaco uma equacao linear nas variaveis ou incognitas x, y e z e da forma:

ax + by + cz = d, com a, b, ¢, e d nimeros reais

Geometricamente esta equacao e representada por um plano no espago R3.

&
£

ax + by + z =d
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No espaco n-dimensional toda equacao linear nas variaveis ou incognitas xi, xz,..., X, € da forma
a1 X1+ aXz+a1 Xa+ ... +an Xn = b,

em que: ai, az, ..., a, 540 nUmeros reais denominados de coeficientes das variaveise b e
denominado de termo independente.

Um Sistema Linear com m equagdes e n incognitas e um conjunto de m equacoes lineares com n
variaveis, representado por:

aty. X1+ an. Xa+... +ain. Xn=Di
ay.Xi+tan.Xat...+am. Xn=b
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A D
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Por exemplo,

X+2y-w=1
X+ 2Z+4w=13

e um sistema linear nas variaveis x, y, z € w com duas equacoes e quatro incognitas.

Resolver o sistema e determinar os valores das variaveis envolvidas que atendam
simultaneamente a todas as equacoes.
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Todo sistema linear esta associado a uma equacao matricial conforme a descricao a seguir:

IE'-‘“I“I o aJn :“:‘1 :“:‘1
IEl‘m1 » - El;'ﬂl'. 3=£|'| - t;rn
A X b

Amatriz A e denominada de matriz dos coeficientes, X € o vetor das incognitas e B € o vetor dos termos
independentes.

Assim, um sistema linear com m equacdes e n incognitas fica representado pela equacao matricial AX = b.
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Matriz Ampliada do Sistema

E obtida acrescentando-se a matriz dos coeficientes uma coluna com os termos independentes.

il aiz ... din by
A=| 3 am ... am b
dmi dm2 - dmn I}m

Observe no exemplo anterior, a matriz ampliada do sistema




SISTEMAS DE EQUACOES

A

Forma Matricial do Sistema

Classifica-se um sistema linear de acordo com o tipo de solucao. De forma geral, um sistema de
equacoes lineares pode ser classificado como:

« Sistema Possivel e Determinado (SPD): possui apenas uma Unica solucao
+ Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): possui infinitas solucoes
« Sistema Impossivel (S1): nao possui solucdo.
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Teorema de Rouché-Capetli

A seguir apresentaremos o Teorema de Rouché-Capelli que nos fala sobre o tipo de solucao (SPD, SPI ou SI) que um dado
sistema linear possui:

“Um Sistema Linear com m equacdes e n incognitas possui solucao se e somente o posto da matriz ampliada (pa) for igual
a0 posto da matriz dos coeficientes (pc), isto €,

Pa=Pc=p

|. Se p = n entao, o sistema tera solucao Unica (SPD).
II. Se p < n entao, o sistema tera infinitas solucoes (SPI). Neste caso, para resolve-lo, basta escolher (n - p) variaveis e
obter as outras p variaveis em funcao destas.”

A ATENCAO

Se pa = pc 0 sistema linear nao possui solucao(Sl).
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Seja o sistema com trés equacoes e trés incognitas

X+y+ z=1
IxX—-y+3z=0

-X+y=—-3z=2

A matriz ampliada e
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Para discutir e resolver este sistema, vamos escalonar esta matriz.

2 -1
-1 1
1
0 -3
0o 2

I 1
3 0|1y > Ly -2L
-3 ?_._l Ly = Ly + 1L
1 1]
1 -21|Ls —}—ng
-4 3| 13
- f_.3 —}—L3

b | e | B

L3 —1[.3 —Lg
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1 Ly, Ly - L
1 2 ]

— |Ly =Ly +=L

3 2 2 3 3

o | i | ba —
L

Observe que o posto da matriz é igual a trés, Pa =3

Ly Ly — Ly

1 0 0
0 1 0 1If2|— FORMAESCALONADA DA MATRIZ
00 1

Para determinarmos o posto da matriz dos coeficientes devemos retirar a
ultima coluna da matriz ampliada e contar o numero de linhas nao nulas da

matriz obtida.



0 0

0 1 0
00 1
Logo Pec =3.

SISTEMAS DE EQUACOES

—> MATRIZ DOS COEFICIENTES

Por fim, como psy =P, =n =3 p sistema & possivel e determinado (SPD).

Assim, a solucao do sistema esta pronta e pode ser obtida a partir do sistema

eguivalente

-

Ou ainda, o vetor solucao do sistema &

X = 1
Y = = |
2 x,yz)=(,=—,——
o (x,3,2) {“2“ E}
2
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Método de Eliminacao de Gauss

=

4

Observe como fica a resolucao do sistema do exemplo se adotarmos o método de eliminacao
gaussiana:

1 1T 1 1 1 1 1 1
2 -1 3 0 operacoes elementares § 0 1 -{1/3) 2/3
¥+ '_l'l" + 7 :1
1 2
O sistema equivalente é 3 y - 3— Z= ?
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Seja o sistema linear: ﬁm’ﬂtr‘irﬁpﬂadaﬁ

(X +X9 +x3+%x4 =0

1

JX1+Xa +X3-X4 =4 11 1 -1 4
X|+X9—-X3+X4=-4 1
1

[X] +Xp +X3+xy =2
Apos a utilizacao do método de Gauss, realizando as operacoes:

1) Na segunda Linha o resultado de 2°.Linha menos a 1°. Linha

2) Na terceira Linha o resultado de 3°.Linha menos a 1°. Linha

3) MNa quarta Linha o resultado de 4°.Linha menos a 1°. Linha

4) Troca-se a segunda Linha com a quarta Linha
5) Multiplica-se a 2°. Linha por - 0,5
6) Multiplica-se a 3°. Linha por - 0,5
7) Multiplica-se a 4°. Linha por - 0,5
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11 1 1|0
01 0 0f-1
00 1 02
00 0 1|-2

Usando o teorema de Roche-Capelli para discutir o sistema temos:
Pa =pc =n=4—=5PD

Logo, usando a substituicao de variaveis, temos que o vetor solucao do

sistema é
dado por:

(X),X2,X3,X4)=(1,-1,2,-2)
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Seja o sistema linear: A matriz ampliada é

(x+y-w=0 1 1 0 =1 |
X—z+w=2 1 0 =1 | 2

4y+z—w=—3 (01 1 -1]|-3
X+y-2w=I] 1 1 0 =-2| 1]

Apos a utilizacao do método de Gauss, a matriz ampliada ficou reduzida auzida a
matrz

1 0 -1 0] 3
01 1 0[-4
00 0 1]-1
00 0 0|0

Entao, p, =p.=p=3<4=n= SPlcom n-p=4-3-1 variavel livre.
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0 sistema equivalente associado e dado por

X+y=w=0

e

y+z=-2w=-12

w=—1

Escolhendo a variavel z como sendo a variavel livre, temos:
w=-1y=-4-zex=3+z2

Para z=ae Mo vetor solucao do sistema e
(X,v,zZw)=(3+a—-4-aa-1)
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Seja o sistema linear:

x+y+z=-10 1 1 1 =10
12X +y+z=20 (2 1 1 20
y+2=30 0 1 1 30

Apos a utilizacao do método de Gauss-Jordan, a matriz ampliada ficou
reduzida a matriz

1 000 Observe que p, =3#3=p. = 0O sistema & Sl.
0 1 1 0] Adltima equacao do sistema informa que:
0

0 0 1| xrOy+0z=1
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um sistema de equacodes lineares

onde todos os termos independentes
SA0 iguais a zero.

vetor dos termos independentes b é

o vetor nulo, isto €, o sistema é da
forma:

A11. X1+ a172. X2+ ... +a1n. X =0
dzi. X1+ am;. X2+ ... +am. Xn=0
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atricialmente, descrevemos um
sistema homogéneo por:

AX=0

Onde: A é a matriz dos coeficientes, X é
o vetor das incognitas e b é o vetor
nulo.
Observe que como p, = p. sempre
(justifique!), um sistema homogéneo
nunca sera impossivel pois sempre
admitira a solucao trivial:

(X, X, .y X.) = (0, O, ..., 0)
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o0 entanto, um sistema homogéneo
pode ainda ser SPI (p, = p., n), isto é,
pode admitir outras solucdes além da
solucao trivial.

este caso, deveremos estabelecer (n
— p) variaveis livres e obter as outras p
em funcao destas
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Seja o sistema

.
-
|
-
+
k9
|

A matriz ampliada é da forma
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Apos o método de eliminacdo gaussiana, a matriz ampliada fica na forma

17 1 -1 0
o 1 -1 0
0 0 1 0

S

Como, ps = pe = n = 3: Sistema Possivel Determinado (SPD). Este sistema so0

admite solucao trivial. Assim, (x, y, z) = (0, 0, 0).
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Resolucao de sistemas utilizando fnversao dﬁatn‘ig -
Um sistema de equacoes lineares com m equacGes e n incognitas, com m = n, pode ser representado pela equacao
matricial A X = b, sendo A a matriz dos coeficientes (quadrada de ordem n).

Se a matriz A for inversivel, isto €, se existir a matriz inversa A, significa que o sistema € possivel e determinado.
AX=Db
— AT(AX) =ATD
—>(ATA) X =A"b
= [ X=A"Th
— = - =,
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Seja o sistema A forma matricial do sistema e
_’_r+_1f+:=l (] 1 1‘] 9 I,lxﬁ
l—x+y—-58z=2 | ',
R e L ACV A
0g0, O vetor solucao X = A'b
Ou ainda,
() J:: % %"‘a 1N (1)
| 7 . 1], — 1
YISl —5 —w0 || 0= 2
- 1 _1 _34|»9 _1
T, 10 5 w/) \= 2/

\ J
Y A solucao do sistema é: (x,y,z)= (1, 1/2, -1/2).
A
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[@ SINTESE DA AULA

Messa aula vocé:

« ldentificou, discutiu e resolveu um sistema de equacoes lineares;

« Aprendeu o metodo de Eliminacao de Gauss;
« |dentificou um sistema homogéneo e determinou a sua solucao.
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.'b O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Ma proxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

* Interpretacao geometrica das solucoes de um Sistema Linear;
« Regra de Cramer.



\
1/ A
ES

N X
}’v

)



SISTEMAS DE EQUACOES

1
<

AULA 4

VISAO GEOMETRICA DAS SOLUCOES DE UM SISTEMA
LINEAR E REGRA DE CRAMER
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Interpretacao geometrica da solucao de um sistema
linear no plano cartesiano (R?)

O conjunto de todos os pares ordenados de numeros reais e denotado por
R! = {(x, y) | X, y € Reais]

0 plano R? e representado geometricamente por dois eixos (X e Y)
perpendiculares entre si no ponto (0,0) denominado origem dos eixos.
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Exemplo 1

Considere, entao, o sistema linear em duas variaveis x e y dado por

X+y=1
Ix+3y=7

Cada equacao deste sistema representa uma reta no plano R2
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Exemplo 1

Observe que estas retas interceptam-se em um Unico ponto P
cujas coordenadas correspondem a solucao do sistema.
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Exemplo 1

Aplicando o metodo de eliminacao de Gauss para determinar a solucao do problema temos:

« Matriz Ampliada « Forma escalonada da Matriz Ampliada
T 1 1 1A
2 3 7 015

Como pa= pc= 2 = n => Sistema possivel e determinado (SPD) admitindo uma unica solucao.
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Exemplo 1

» Sistema equivalente a matriz escalonada

cuja a Unica solucdo € o ponto (x, y) = (-4, 5).
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Exemplo 2

Dado o sistema linear

X -2y =-2
¥ - 4y = -4
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Geometricamente, essas duas retas possuem graficos coincidentes pelo fato
de a equacao 2x - 4y = -4 ser multipla da equacao x - 2y = -2 . Assim,
diremos que as retas se interceptam em infinitos pontos.
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Discutindo e resolvendo o sistema obtemos:

« Matriz Ampliada « Matriz Escalonada

1 -2 -2 1 -2 -2
2 -4 -4 0 00

Como pa= pc=1 <2 =n — Sistema possivel e indeterminado (SPI) com uma
variavel livre admitindo infinitas solucdes.




SISTEMAS DE EQUACOES

A variavel livre & y podendo assumir qualquer valor real. A variavel x que pode
ser obtida em funcio de y € dada por

X =-1+2y

Ou ainda, para y = a € Ui a solucao do sistema & o par ordenado

(%, v) = (-2 + 2a, a)
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Exemplo 3
Dado o sistema linear Geometricamente estas duas retas sao paralelas
X+y=2
X+y=12
X+Yy=-3




SISTEMAS DE EQUACOES

Exemplo 3

Discutindo e resolvendo o sistema, obtemos:

« Matriz Ampliada « Matriz Escalonada

T 1 2 1 1 2
1 -3 00 -5

Como pa # pc = O sistema nao possui solucao (S1). Ou ainda, nao ha ponto de intersecao
entre as refas.




SISTEMAS DE EQUACOES

_

Exemplo 3

Este estudo nos mostra que um sistema linear de duas incognitas pode ser classificado por:
SPD — Retas Concorrentes (interceptam-se em um unico pontao).
SPI — Retas Coincidentes {1ntercr9|ﬁtam-f.e em infinitos pﬁﬂtﬂﬂ]..

S =» Retas Paralelas (nao se interceptam ou interceptam-se no Infinito).




SISTEMAS DE EQUACOES

—_—

Interpretacao geometrica da solucao de um Sistema |
Linear no espaco (R3)

0 espaco R3 e o conjunto de todas as triplas de numeros reais definido por

R3 = {(x1, Xz, x3) | X1, Xz &8 %3 €%}

Geometricamente o espaco R® & descrito por trés eixos, X, Y e Z, que sao perpendiculares entre si no
ponto (0, 0, 0) denominado origem.
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/ﬁ Considere o sistema linear

X+y+Z=3
2y +z2=12
y+2z=12

Discutindo e resolvendo o sistema,
obtemos:

ﬁ_w&@\'“ Matriz Ampliada

T 113
(D212
0122
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Matriz Escalonada

Como Ps = Pc = n = 3, o Sistema
Possivel Determinado (SPD) e a
solucao do sistema € o ponto

P(X, Y, Z) = (5/3,2/3,2/3)



SISTEMAS DE EQUACOES

y
ol i gV heud o Al A aadD .

,;ff" Geometricamente, cada equacao linear do sistema e representada por um
olano no espaco R3. O sistema representa tres planos distintos que se

interceptam no Unico ponto-solucdo dado por P




SISTEMAS DE EQUACOES

Exemplo 5 Considere o sistema linear  Discutindo e resolvendo o sistema,
obtemos:
X+y+2Z=3
y + 77 =7 Matriz Ampliada

X-Z=1 1113
(Uzzz)
01-11

Matriz Escalonada

1113
(U122)
0000




SISTEMAS DE EQUACOES

EKEIT’Iplﬂ 5 Como Py = Pc =2 < 3 = n, o Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)
com uma variavel livre.

Tomando z = a € ‘R como variavel livre a solucao do sistema e:

(X, ¥, Z)=(1+a, 2 -12a, a)

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se
interceptam segundo uma reta (r).
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Exemplo 6

<

Considere o sistema linear

Xx+y+zZ=10
X +y+2z=20
X +y+2Z=30
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Exemplo 6

<

Discutindo e resolvendo o sistema, obtemos:

Matriz Ampliada Matriz Escalonada

111 10 11 110
(1112{}) (UDD1)
111 30 000O

—
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Exemplo 6

<

Como Py =3 = Pc=1, oSistema e Impossivel (51). As
duas Oltimas equacoes sao impossiveis.

Geometricamente, o
sistema representa

trés planos paralelos.
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A Regra de Cramer ~

[> F uma regra que so pode ser adotada para resolver sistemas lineares em que o
numero de equacoes € igual ao nimero de incognitas. Baseia-se no calculo da

!_r\ inversa da matnz A dos coeficientes do sistema implicando necessariamente em
que esta matriz seja inversivel, isto e,

det (A)=0

% e h
5 F, '\-\.
%, F, 'H.
%, i 'H.
Fa
" LY

A=A g
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A Regra de Cramer ~

[> Suponha que desejamos resolver o sistema linear com n equacoes e n incognitas

d11Xi + aiXat ...+ dinXn=by
dz1X1 + anXz+ ...+ amX=bz

An1X1 + @nzX2+ ...+ annXn=bn

NN

AN G
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A Regra de Cramer ~

Ma forma matricial, podemos escrever este sistema como: Ax = b onde

|:I|> d 11 ‘o n din
A= " & a matriz dos coeficientes;
’_r\lf- an1 " Ia-|'|I'|
X |

H\\ X = : e a matriz das incognitas e
\_l.e“'ﬁf }::I'l

% by
[: b= & a matriz dos termos independentes.

.-'... h|'|

AN G
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A Regra de Cramer N\

Como a matriz A deve ser necessariamente inversivel, temos:

—

=\ v

s AT(AX) = A b N
[:\“ (ATAX =ATD -
SR WX =ATb

OGO



VAVAYEY,

A Regra de Cramer ~

SISTEMAS DE EQUACOES

-

Por fim resolvendo-se essa equacao matricial, concluimos que as variaveis x1,
X2,...,xn sao obtidas por meio dos seguintes calculos:

b,, @nz:- @nn
det (A)

X1=

Observe que o numerador da fracao que calcula o valor da variavel x1 € o
determinante da matriz obtida da matriz A, obtida substituindo-se a primeira
coluna pelo vetor dos termos independentes do sistema.

A=A g



SISTEMAS DE EQUACOES

A Regra de Cramer ~

all b] ...al*n
a21 1’2 ...a2n

b a
a'll " S ’l?l
X

det (A)

Analogamente, o numerador da fracao que calcula x2 e o determinante da
matriz obtida da matriz A, obtida substituindo-se a segunda coluna pelo vetor
dos termos independentes do sistema.

k? o~
L r, .H'.H.
'\. I .\__
o -
-\._." '\"'.\_ L]

A=A g
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A Regra de Cramer ~

SISTEMAS DE EQUACOES

Prosseguimos desta forma até o calculo da variavel x".

d11 Q12... b'l
dz21 A22... bz

S
Any “n2- Pn

det (A)

AN G
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A Regra de Cramer ~

Vamos resolver o sistema linear a seguir pela regra de Cramer:

X+y+zZ =1
{ 2x-y+3z2=0
-X+y-52 =2

VAVAYEY,

AN G



SISTEMAS DE EQUACOES

A Regra de Cramer

Note que o sistema possui trés equacoes e trés T {, |_I
[> incognitas e que (2) ..ll _35 0_, —
NG det(A) = 10 = 0 = A & matriz inversivel & o //I_l
r 1 3 \l—l
L |  Logo, 20 3

y= -1 2 =5l _ 3 = 1 /_
W'\\ 10 10 2 \\1—
" A ¢

’_! 5. s a S |
‘_I ==l 1 2l - = — __ //1_
\\j_
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L@ SINTESE DA AULA

Mesta aula, vocée:

« Analisou geometricamente as solucdes de um sistema linear de duas e trés vanaveis;
« Aprendeu a utilizar a regra de Cramer para resolver certos tipos de sistemas lineares;
« Relacionou a inversa de uma matriz com a determinacao da solucao de um sistema linear.
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i@ O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Na proxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

1. Vetores e operacoes no espaco n-dimensional ;
.. Espaco Vetonial;
3. Subespacos vetoriais.
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ESPACOS

ESPACOS VETORIAIS



Sao generalizacoes dos vetores do plano (R4) e do espaco (R*)

com mais de trés coordenadas. Sao representados por uma n-upla de
numeros reais dispostas na forma (us, Uz,....,Us) .

Por exemplo:

u=(1, 2, -3, 4) e um vetor que possui quatro coordenadas.

O Espaco R"

Figura 1. Projecao em 3D de um hipercubo realizando uma
rotacao simples em torno de um plano que corta a figura de
frente para tras e de cima para baixo.




0 espaco R" ou o espaco real de dimensao n € definido como sendo

o conjunto de todos os vetores de dimensao n. Isto e,

RM={{ui Uz, ....., Un ), tal que uy, uz, ...un sao numeros reais }.

Por exemplo, o espaco real de dimensao quatro e definido a seguir por:
R* = [({uw,uz,us,us), tal que uy , Uz, Uz € Uus 530 NUMeros reais } .

Observe que o vetor u = (1, 2, -3, 4) pertencente ao espaco R*.



A ATENCAO

Mo caso dos espacos R", onde n = 3, perdemos a
visao geometrica do problema. Entretanto, por

generalizacao de conceitos, podemos trabalhar
nestes espacos da mesma forma que trabalhamos

em RZ e em R4,
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Operacoes em R"

A soma de dois vetores e a multiplicacao de um vetor por um numero (escalar) em Rn 530
definidas da mesma forma que em R*e R,

Se U= (U, Uz, ...., Un) & v=(vi, v,.., Vn) 530 vetoresdo R" ese Ol e um escalar real.




Operacoes em R"

Entao,
U+v={W+tvi,Uz+Vz,.......,Unt V) €
Clu=({0u, Aug,......., Gug).

Observe que o vetor soma (u + v) e o vetor (COLu) tambem sao vetores de R",
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Operacoes em |

Por exemplo,
Considere os vetoresu = (1,-2, 3, -1,0) e v=(9, -4, -2, 0, 3) de R’. Entao, os vetores u + v,
3 veu-2vsaodados respectivamente por:

u+v= (10, -6, 1, -1, 3)
3v={(27,-11,-6, 0, 9)
U-2v=u+(-2v)= (-17,6,7, -1, -6)




ESPACOS

Propriedades

As operacoes de soma e multiplicacao por escalar no espaco R™ atendem a
algumas propriedades estruturais que descreveremaos a seguir:

Para u, v e w vetores quaisquer do R" e Ol e P escalares reais
(B)(U+V)+w=Uu+(Vv+w) (propriedade associativa)

(bju+v = v +u ( propriedade comutativa)

(c) O vetor nulo 0=(0, 0,.. ,0) £ R™ & tal que

u+0=0+u=u (propriedade de existéncia de elemento neutro)




ESPACOS

Propriedades
(d) Para cada vetor u existe o vetor (- u) de tal modo que
u+(-u)=0 ( propriedade de existéncia do vetor simétrico de u)
(epClju +v) = Cu+0v
i+ P ju==0Cu+ pu
@ (AP ju = Gpu
(hy 1. u= wu.

Observe que o vetor simetrico (- u) do vetor u em R nada mais e que
-l = |:-“|:| U = {. Uy, = Us,




ESPACOS

Agora, que voce ja aprendeu um pouco de vetores em R", procure responder as
seguintes questoes:

l.Seu=1(4,2,-1,5) e v=(213-1,4)
Entao quanto vale o vetor 4u - 3v!

2.0Qual a dimensao dos vetores u e v do item 17

JSeu=(1,1,0),v={3-1,2),w=(x-l,y)er={(2123)1
encontre os escalares ¥, y e z de modo que
(Ajw+r=v (byw-r=u

4.Qual e o vetor nulo de R™?
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Gabarito

1} {1Dr -1:' -11 E}

2) dimensdo = 4

JJ(a)x=y=-1ez=0;
(b) x=3, y=3 e z=-1

4)(0,0,0,0,0,0,0)




Espacos Vetoriais

Como vimos o espaco R, com as operacoes usuais de soma (+)

e de multiplicacao por escalar (-), satisfaz a algumas

propriedades operacionais basicas. Na verdade, o que ocorre

e que o esquema conjunto formado por (R, + , «)

possui uma determinada estrutura matematica que se repete

em outros tipos de conjuntos onde se definem
operacoes semelhantes. Uma generalizacao desta ideia sera

definida pelo conceito a seguir:




Espacos Vetoriais

Um Espaco Vetorial Real € um conjunto qualquer V nao vazio

onde se definem duas operacoes basicas: Soma entre
elementos de V e multiplicacaoc de um elemento de V por um escalar real. Entao,

(I) 5e u e v 530 elementos quaisquer de V,
entao u + v e tambem um elemento de V:

(I} (U+Vv)+wW=uU+(V+Ww), para quaisquer u, vew  V;




Espacos Vetoriais

(IMMu+v=v+uU, paraquaisqueruev = V;

(IV) Existe um elemento nulo, denotado por 0, em V de tal modo que
U+0=0+u=u, paratodouc= V.

(V) Para cada u = V, existe um elemento simetrico,

denotado por (- u), em V de tal modo que

u+ (-uj=(-uy+ u=0.




Espacos Vetoriais

(VI) Se u & um elemento qualquer de V e O e um escalar real entdo O .u tambem e um elemento de V.

() oL{u+v)=0Cu+ oy, comd escalarreal, uev V.

(IV) (Ol+ flu=C0u+ [u, comCle [escalaresreais,uev V.

(Vi{op)u= o (pu), comat e B escalares reais, u € V.

(VI)Tu=u, parau € V.




Espacos Vetoriais

« 05 elementos de um espaco vetorial V sao chamados de vetores para

qualquer que seja o conjunto V considerado.

« Quando os escalares envolvidos em V podem ser numeros complexos,

obtem-se um espaco vetorial complexo.

Entretanto, os espacos vetoriais complexos nao serao objeto de nosso estudo.




Espacos Vetoriais

O espaco R" com as operacoes usuais de soma e multiplicacao

Exemplo 1

por escalar real constitui um espaco vetorial.

Considere o conjunto V de todas as matrizes de numeros reais

Exemplo2, COM m linhas e n colunas, denotado por M{m, n).
Com as operacoes usuais de soma e de multiplicacao por
escalar real, o conjunto V= M{m, n) constitui um
espaco vetorial.




Espacos Vetoriais

Seja Pr 0 conjunto de todos os polinGmios em x de grau menor ou
Exemplo 3 igual a n com coeficientes reais. Isto e,

Pn= {p(x)=ac+ arx+ azx*+.......+ a,x", tal que a, az, ....., an = R1.

Considere em Pn as operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar dadas a seguir:

F o i P

Pi(x) + pa(x)={as +a )+ (@ +a )X #{az +a; )x +.....+{a@n +an )x"

O, pi(x) = Oa," + Oai" x + Oaz’ x*+ ...+ Oa,’ x.

L conjunto P, com essas operacoes constitul um espaco vetonal.




Espacos Vetoriais

A ATENGCAD

Por fim, Espaco Vetorial nada mais € do que a estrutura
algebrica em que passamos a trabalhar a partir deste momento.
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Espacos Vetoriais

Como vimos conjuntos como: espaco R, Matrizes de ordem mxn,
polinomios de grau menor ou igual a n com

coeficientes reais, com as operacoes de soma e multiplicacao por
escalar real usuais , constituem espacos vetoriais.

Num certo sentido podemos pensar que estes espacos 5ao muito

“amplos” e que, de alguma forma, pode ser
interessante trabalhar em “pedacos™ desses espacos que mantenham

a mesma estrutura matematica de um espaco
veroral. Neste Sentiao, vamos aetimr a seguir um subespaco.




ESPACOS

Subespaco vetorial

Seja V um espaco vetorial. SejaW # O um subconjunto
de V., Dizemos que W constitui um subespaco vetorial de

V quando as duas condicdes abaixo forem satisfeitas:

(a) Se wi e w 530 elementos quaisquer de W entao
w1 + wy tambem e elemento de W,

\,,._. (b) Se k e um escalar real qualquer e wy € um elemento
| qualquer de W entao kw; tambem é um elemento de W.




+ Intuitivamente um subespaco do espaco vetorial V € um espaco vetorial de tamanho “menor” dentro de V.

o AS demais condicoes da definicao de um espaco vetorial V estao automaticamente satisfeitas para os vetores de um
subespaco vetorial W de V. Observe que, em particular, os vetores de W sdo vetores tambem de V.

+ () proprio espaco V' e o conjunto formado pelo vetor nulo de V sao Subespacos de V ditos subespacos triviais de V
(Verifique!).

v Se W & um subespaco de V entdo o elemento nulo de V pertence a W obrigatoriamente (Verifique!).
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'ETORIAI

Subespaco vetorial

Seja V o espaco vetorial R® com as operagdes usuais de soma e multiplicacao por escalar. |
Seja W o conjunto de todos os vetores de V da forma (%, v, 0) com x , y € Reais.
Temos que W (vide figura 1) € um subespaco vetorial de V.

De fato,
W = {(x, vy, 0) tal que x, y € R} & um subconjunto nao vazio do R,

Por exemplo, o vetor nulo (0, 0, 0) pertence a W.

Figura - O subespaco W do espaco R3 esta
representado na figura pela notacao Myy,

X

(a) Sejam wi = (xi, i, 0 ) e wz=(x2,vy:z,0)vetores = W, logo
W1+ Wz = (X1 + Xz, i + Y2, 0) também e pertencente a W.
(b) Seja k um escalar real qualquer e seja wi = { %1, yi, 0) pertencente a W, logo

Kwi = (k %1, kyi, 0) = W.
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Subespaco vetorial

O conjunto W das matrizes de ordem 2 x 2 do tipo

[H 0

, com a e b reais
O b

e um subespaco do espaco V das matrizes de ordem 2 x 2.

o oy,
De fato, W =V e W = ¢ pois, por exemplo, a matriz nula [{} u] e um elemento de W.

, a, 0 (ﬂ? 0 )
a) Sejam w; = e w; = e W, entao
(a) Sej 1 [ﬂ hl] 2 kn hj]

a,+a, 0 )
w+w=[ : e W,
T 0 h,+h,J

0 b,

' 0 [ K 0
(b) Seja wi =[{; 5 ] e W e k um escalar real qualquer, entao kw ; =L % J e W
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Subespaco vetorial

Seja V o espaco R” e seja W o conjunto dos vetores = {(x, x + 1) tal que x € R }. |
Entdo W ndo € um subespaco de V conforme mostraremos a seguir: E xemplo Z

Observe que W e subconjunto de V (W = V) e W = ¢ pois, por exemplo, o vetor (0, 1) e W.
Entretanto, como, por exemplo, wy = (2, 3) e w; = (-1, 0) & W temos que

wi+twr=(1,3)e& W

\ Observe gque a segunda coordenada do vetor

Wi + Wy Ndo corresponde a primeira coordenada adicionada de 1 (um).
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Vale a pena Saber que:
S W e um subespaco de V entdo o elemento nulo de V esta obrigatoriamente em W.

Observe:
No Exemplo 3, poderiamos concluir de imediato que W nao pode ser um subespaco de RY.
De fato, como o vetor nulo 0= (0, 0) do espaco R” ndo & um elemento pertencente ao subconjunto W.
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Subespaco vetorial

Seja V = { matrizes de ordem n } e seja
W = { matrizes Ade ordem ntaisqueodet A=01.

O conjunto W ndo & um subespaco de V.
De fato, observe que se A e B sdo matrizes de determinantes
nulos entao a matriz A + B nao necessariamente

tera determinante nulo, isto e, a condicao (a) da

definicao de subespaco pode nao ser verificada.

« Utilize um contra-exemplo, com matrizes simples
e de ordem pequena, para verificar que quase sempre

det (A + B) # det A + det B.




[Q SINTESE DA AULA

Mesta aula, vocé:

Aprendeu a generalizacao do conceito de vetor;

Compreendeu como realizar operacoes basicas entre vetores do espaco Rn;

Estudou o conceito de espaco vetonial;

|dentificou subespacos de um espaco vetorial.
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% O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Na proxima aula, voceé estudara os seguintes assuntos relacionados a espacos vetoriais

1. Combinacao Linear de vetores.
2. Dependéncia e Independéncia Linear de vetores.
3. Introducac ao conceito de base ou referencial.
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AULA 6
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR
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Combinacdo linear

Uma caracteristica fundamental de um espaco vetorial qualquer

€ a possibilidade de determinacao de novos vetores
a partir de um conjunto de vetores conhecidos.

Esta ideia simples motiva a definicao que se segue:
A ATENCAO

Sejam os n vetores {vi1, v2 ,..., Vn} pertencentes ao

espaco vetorial real V. Uma combinacao linear entre

estes vetores e um vetor w, tambem pertencente a

v, tal que: W = @i Vi + avz + ...+ anvn,
onde ai, az, .., an 5a0 escalares reais.




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

w = 3U + 4v

O vetor w & uma combinacao linear dos vetores u e .




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

Combinacéo linear

Por exemplo,

Para o espaco vetorial V = R, podemos mostrar que o vetor
w = (2, -3) & uma combinacao linear dos

vetores vy = (1, 1) evz = (0, 1) de R%.

De fato, devemos achar escalares reais a; e az de modo que

wW=adi1¥i +d2V;




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

Combinacéo linear

Substituindo-se w, vi e vz na igualdade acima, obtemos:
(2, -3)y=a1 (1, 1) +az (0,1).

Combinando os termos do lado direito e

igualando os vetores obtidos, temos

(2, -3) = (a1, a1) + (0, az)

— (2, -3) = (a1, a1 + az)
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Combinacéo linear

Ou ainda, o sistema linear de equacoes abaixo deve ser resolvido

Este sistema possui solucao dadapor: | ai=2 | e 7 = -D.

al = 2
a; t+ az=-3

Observe que, o vetor w € uma combinacao linear dos
vetores vy e vz descrita por:

wW=2vi-hwv




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

} Sm Y AS

Vamos estabelecer a seguir o procedimento que deve ser adotado para verificar uma
combinacao linear dentro do espaco vetorial das matrizes de ordem (2 x 2):

—

, , 5 1 . ; . N .
Considere a matriz w = ( ) E possivel escrever essa matriz como combinacao linear das matrizes

—1 10

" _( [lj —3 l)‘v2 _( {l] é) v, = Gl q‘l‘); Procedendo como no exemplo anterior,

devemos encontr ar os escalares reais a4, az e az de modo que

W=E1U1+azvz+aj"ur3

Ou ainda, substituindo-se as matrizes dadas na expressao, temos:

(5 el )eell Dea? D)
-1 9 "o 3 N0 2 -1 1)



DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

} Sm Y AS

Operando o lado diretto da expressao e comparando matrizes, obtemos o seguinte sistema linear de
equacoes a ser resolvido:

—

dy +dy + IEI} =5
-dq + dp + 133: 1
- az= -1
31':11 +Iﬂz+ﬂg =9
0 sistema nao possui solucao, isto €, nao existem escalares reais a1, aZ e a3 que

satisfacam simultaneamente a todas as equacoes do sistema. Consequentemente, a
matriz w nao e combinacao linear das matrizes v1, vZ e v3.



DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

A ATENCAO

A determinacao de uma combinacao linear entre os
vetores de um espaco vetorial implicara sempre na
discussao e resolucao de um sistema linear de equacoes.

Conclusao:

5e o sistema linear gerado possuir solucao, a combinacao
linear entre os vetores sera possivel. Mo caso do sistema
linear nao possuir solucao, a combinacao linear entre 0s
vetores nao sera possivel
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Espaco vetorial gerado por um conjunto de vetores l'

Os vetores fixos vi, va,...,¥n 8M UM espaco vetorial vV
geram V se todo vetor de V for uma
combinacao linear de v, vz, ..., Vn.

« A representacao do espaco vetorial V descrita na forma
V= [vi, vz,..,Vn]

indicara que V & gerado pelos vetores vq, vz, ..., Vn.
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— } VX" RS

O procedimento para verificar se os vetores vi, va, ..., Vs

geram o espaco vetorial V e o seguinte:

Passo 1:
Escolha um vetor v qualquer em V.

Passo 2:
Verifigue se v e combinacao linear dos vetores dados.

Se for, entao os vetores dados
geram V. Se nao, eles nao geram V.
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O espaco R? e gerado pelos vetores vi = (1, 0) e vz = (0, 1).

De fato, observe a seguir que qualquer que seja o vetor v = (X, y) de R?
pode ser expresso como uma combinacao linear de vq e vs.

(%, ¥)=x(1,0)+y (0, 1).

Utilizando a representacao adotada,

RE=[(1,0),(0,1)]
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O espaco R" & gerado pelos n vetores definidos a seguir:
RM=[(1,0,..,0),(0,1, ..,0),..... (0,0, ...... 1]

De fato, considere o vetor genérico v = (X1, Xz,..., %) = Rn, entao:

V =(X1, X2, ..o, Xn) = X1 (1,0, ..., 0) + %2 (0, 1, ...,0) + ... + X (0, 0,...,1).
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1 } _l_l__\J;

Exemplo 3 Seja o espaco vetorial descrito pelo conjunto

de todas as matrizes triangulares

superiores de ordem (£ x 2). Ou ainda,

a b
"-."={(” L),a,bec = R}

Entao, V & gerado pelas matrizes

“|l 9 96 )

De fato, qualquer que seja a matriz v e V temos que

a | I )1 b
V= — + b + :
(f} -t) (f} ED C} f}) C'} I)
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Para fixar 0s conceitosue'co
exercicios a seguir:

1- Considere o subespaco S do R* que & gerado pelos
vetores vi=(1, 1,-2, 4),
v=(1,1,-1,2)evi=(1, 4, -4, 8). Podemos afirmar

que o vetor
v=(2/3, 1, -1, 2) pertence a 5 E o vetor (0, 0, 1, 1)?
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Para fixar 0s conceitos e’ cor
exercicios a seguir:

Tentar expressar os vetores como combinacao
linear dos vetores geradores.

Ovetorv=0.v;+ 3 v; + lt} . V3 logo pertence a S.

9

O vetor (0, 0, 1, 1) ndo pertence.
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Para fixar 0s conceitosue'co
exercicios a seguir:

5eja W o subespaco das matrizes de ordem
(2 x 2) definido por

2 a+h
W={( ¢ I)talquea,beﬁ}

0 a-—«¢
A matriz A=( E: ]E) = W7

0 2
EElumatr1'zB=(3 I)E W
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Para fixar 0s conceitosue'co
exercicios a seguir:

A matriz A pertence a W. Observe que

a=0; b=-2 e c =1.

A matriz B nao pertence a W.




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

Para fixar 0s conceitosue'co
exercicios a seguir:

E possivel escrever o vetor v = (1, 0, 0) como
combinacao linear dos vetores

vi=(1,1,1),v2=(-1,1,0)eva=(1,0, -1)?
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exercicios a seguir:

Sim e possivel, v= 1 W, - 1 v, + 1 Vs

3

3

3

Para fixar os conceitos-ue' combi : pot conjunto de vetores, resolva os
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[

0 conceito de independéncia linear entre vetores aliado
a0 conceito de vetores geradores ira propiciar uma descricao

completa de um espaco vetorial V a partir de um conjunto de
vetores fixos.

Como veremaos a seguir a ideia basica sera a de obter um ou mais

referenciais para o espaco V e, a partir dai,
representar seus vetores em relacao a estes referenciais.
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Seja [} = {v1, Vz,...., Vn} UM conjunto de n vetores de um espaco vetorial V.

Dizemos que o conjunto [} e linearmente independente

(LI} , ou os vetores v4, Vz,...,Vn Sao Ll , se a combinacao linear nula
a1 v1+amv:+.....+anvn =0

implicar em todos os escalares a; =a;=....=a, = 0.
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Caso na combinacao linear nula exista pelo menos um escalar
ai nao nulo (a # 0 para algumi=1,..,n), entdo o conjunto e dito

linearmente dependente (LD), ou os vetores v4, vz, ...., Vn 530 LD.
Observe nos exemplos a seguir como podemos identificar se
um conjunto de vetores e LI ou LD:
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[

m Os vetores vy, = (1, 1, 1), v = (0, 1, 1) e v3 = (0, 0, 1) do espaco R’

sao linearmente independentes.

De fato, considere a combinacao linear nula dos vetores vy, v; & v3
dada por: a;(1,1,1)y+a:(0,1,1y+a3(0,0,1)=(0, 0, 0).

Vamos, agora operar 0 lado esquerdo desta igualdade e comparar

os vetores obtidos, entao
di =

di + dz =0 ,

a1 +az+a3 =0
0 sistemna linear homogéneo de equacoes obtido e tal que a Unica
solucao possivel € a solucao trivial, dada por, a1 =az =a3 = 0.
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. 1 1 00 :
As matrizes v, = ({J {3) 8Y; = (] ]) do espaco das matrizes de ordem

(2 x 2) s30 linearmente independentes.
De fato, considere a combinacao linear nula de vy e v, dada por:

11 . 0 0 B 0 0
“\o {:) “\1 1/7\o o
a, d, _(U U)

(“:: {.!ZE)_ 0 0

implicando em , a, = a, = 0.

Entao,
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m Os vetores (1, 1), (2, -1) e (0, 1) do R* sdo linearmente dependentes.
De fato, considere a combinacao linear nula dos vetores

ai (1, 1) +az(2, -1) +az (0, 1) = (0, 0).

Efetuando as operacoes do lado esquerdo da igualdade e comparando
os vetores, temos o sistema homogeneo

ai + 2 az =0
d1-dz +a =0

que possui infinitas solucdes (outras solucoes alem da trivial).
Por exemplo,(a+=-2|az=1elaz= 3|é uma das solucoes do sistema.

Em resumo, os vetores sao LD, pois, por exemplo, -2vi+va+3va=10

e uma combinacao linear nula com escalares nao nulos.
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Teorema

Seja B ={w, vz, ..., ¥a} UM conjunto de n vetores do espaco
vetorial V. Entdo | € LD se, e somente pudermos escrever pelo
menos um vetor v; de f como combinacao linear dos outros
vetores de j3.

- A demonstracao deste teorema e bastante simples e pode ser

encontrada nos textos recomendados.
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A nossa questao agora €: como podemos
utilizar o teorema?

Mo caso do Exemplo 3, podemos afirmar que vi , vz e va sao LD. Observe
que, por exemplo,

Vi = z Vi - 3 Vi,
isto e, v; foi escrito como uma combinacao linear dos vetores vq e va.
Analogamente,

vi=1/2 .v: + 3/2.vi, ouainda

vi=2/3wvy -1/3 v
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A nossa questao agora €: como podemos
utilizar o teorema??

Nos Exemplos 1 e 2, podemos afirmar que os respectivos vetores sao L
pois, nao temos como expressar nenhum deles como combinacao linear
dos outros (Verifigue!).
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LN E A

Atividade Proposta

Para fixar os conceitos de independéncia e dependéncia linear
resolva 0s exercicios propostos a seguir:

|. Quais os conjuntos abaixo de vetores sao LI7
Quais sao LD? Mo caso de vetores LD expresse

combinacao linear dos outros.

(a) {(1, 2, -1), (3, 2, 5)].

(b) {(1, 2, 3), (1, 1, 1), (1, 0, 1)}.

(c){(1, 1, 2,1), (1, 0,0, 2), (4, 6, 8, 6), (0, 3, 2, 1)}.
(d) {(1, -2, 3, -1), (-2, -4, -6, 2)}.

(€){{4, 2,1, 3), (6, 53, :5,:1),42, -1, 3, 5)}.
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LN E A

Atividade Proposta

Forma pratica de verificar a condicao LI ou LD para um conjunto de vetores.

Disponha os vetores como linhas de uma matriz A,

depois proceda da seguinte maneira: (a) Se a matriz A obtida for quadrada,

calcule o seu determinante; caso det A = 0 entao, os vetores em questao sao LD

caso det A # 0 os vetores sao Ll. (b) Se a matriz A obtida nao for quadrada,
calcule seu posto; se o posto de A for menor gue o numero de vetores envolvidos,
entao os vetores sao LD, caso contrario, sao LI. Gabarito

a) LI
b) LI

c)LD
d) LI
e) LD
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[AR SINTESE DA AULA

Mesta aula, vocé:

« Aprendeu a estabelecer combinacoes lineares entre vetores;
« ldentificou conjuntos geradores de espacos vetoriais;
« Verificou a condicao de dependéncia e independéncia linear para um conjunto de vetores.
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_I_/__”v}_

i") O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Ha proaxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

+« A determinacac de uma base e a dimensac de um espaco vetorial.
« Alguns resultados que facilitarao a wentificacao de uma base.
« As coordenadas de vetores em relacao a uma base.
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Geometria Plana

— —

Na geometria plana, o conjunto § = {1, j } define uma base
ou referencial para a representacao de todos os vetores do
plano cartesiano.

Representacao do vetor V'na base canonica de R?
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B

Geometria Espacial

— —+ —
Ma geometria espacial, o conjunto | = {1, j, k } define uma base ou
referencial para a representacao dos vetores no espaco.

- _|- . -
Representaciao do vetor V na base candnica de R?

Z A
— — — —
v =ai+ bj +c
F
k >
/] !
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[ ‘ j
A ideia a seguir e construir conjuntos que, com um numero minimo de vetores,
possam servir como bases ou referenciais para 05 espacos vetorais.

A ATENCAO

seja p={v1, vz, ..., ¥n} um conjunto de vetores do espaco vetorial V.
Dizemos, entao, que [ constitui uma base para V quando:

(a) Seus vetores geram o espaco V. Isto e,

V = [v1, V2,..., ¥n]

(b) Seus vetores sao linearmente independentes.
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Analise os exemplos que apresentaremaos a seguir e veja como
devemos proceder para identificar uma base para um espaco vetorial:
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{ =)

O conjunto de vetores B = {{1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} € uma base para o espaco R°.
De fato,

(a) R* =[(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1}].

Observe que todo vetor (x, y, ) do R? pode ser escrito como

combinacao linear dos vetores de [, isto &,

(%, v, Z)=x{(1,0,0)+y (0,1, 0)+zZ (0,0, 1).
(b)y B &Ll
Forme a matriz A cujas linhas sao os vetores do conjunto 5.

100
A= 010
00 1

ComodetA=1= 0, [ Ll
« Abase  ={(1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} é a base candnica de R>.

o =0
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: . Oy fO 1] 0 o o N
O conjunto f} ={ . . . 1 constitui uma base
T N . O \O ]

para o espaco das matrizes de ordem (2 x 2).

De fato,

(a) Toda matriz genérica de ordem (2 x 2) € uma combinacido linear das matrizes de [b.

x \_ (1 0\, (o 1\ (o o\ (o0
(:1-1,=)_'TUUJ'UU‘|u:}”’u:}|'
(a) b€ L.

De fato,

[ 0 1 0 0 0 0
r g il iy —
o 0 0 0 [ | . 0

implicara em a; = az = a; =a; = 0 (Verifique!).
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=

O conjunto 5 = {(1, 1), (1, - 1)} constitui uma base para o espaco RZ.
(a) R* = [p].

Observe que todo vetor (x, y) do R? pode ser escrito como combinacao

linear dos vetores de [i, isto &,

x y)= =L (1, 1)+ 222 (1,-1)  (Provel)
(b) |5 e LI.
Forme a matriz A = (: II ) cujas linhas sao os vetores de [i.

Como det A= -2=0, 5 & Ll



BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO

Teoremas

A seguir, enunciaremos e exemplificaremos alguns teoremas
relacionados com bases de um espaco vetorial. As
demonstracoes podem e devem ser vistas nos

livros textos indicados.




BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO

Teoremas
Teorema 1
Seja b ={vi, vz, ...., ¥a} UM conjunto gerador do espaco vetorial V.

Entao, sempre podemos extrair de [} uma base para V.

Vamos, por meio de um exemplo, entender o que diz 0 Teorema 1:
0 espaco R? pode ser gerado pelo conjunto

B=1[(1,-1), (1,0), (1, 1)]

(Verifiquel).
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Teoremas

Entretanto, P € LD, pois existe uma combinacao linear nao nula entre seus vetores.

Veja, por exemplo,
1,0 =21-1n+1.1.
(1,0) 1I{ —1) 1{ 1)
Desta forma o vetor (1,0) e desnecessario para o conjunto

uma vez que pode ser obtido a partir dos outros vetores do conjunto.

Considere agora o conjunto P, extraido de P, formado apenas
pelos vetores (1,1) e (1, -1).

« Prove que Py constitui uma base para o espaco R%.
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Teoremas

Teorema 2

Suponha o espaco vetorial V seja gerado por n vetores nao nulos v, vz,..., Vn.
Entao, qualquer conjunto de V¥ com mais de n vetores & LD.

Para entendermos a utilizacao do Teorema 2, observe o exemplo:
Seja B ={(1, -1, (1, 0), (1, 1)} um conjunto com tres vetores do RZ.

Como o espaco R* e gerado pelo conjunto
=111, 0), (0, 1)].
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Teoremas

Pelo Teorema 2, podemos afirmar, sem demonstrar,
que o conjunto [ € LD. De fato, P possui trés vetores

e P4, gque & um gerador de V, possui apenas dois vetores.
Uma consequéncia imediata do Teorema 2 e que:

A ATENGAO

“Toda e qualquer base de um espaco vetorial vV
possui 0 mesmo numero de vetores”. Este numero
¢ definido como sendo a dimensao do espaco V, €, e
denotado por dim V.
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Teoremas

0 conjunto pp = {(1, 0), (0,1)} & uma base para o espaco R*.

Como [} possui dois vetores,

dim R* = 2, e, qualguer outra base de R* deve possuir dois vetores.
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Teoremas

0 conjunto = {(1,0, ..., 0,0, 1, ....,0), ....., (0, 0,..., 1) } & a base para o espaco R".

Entao, dimR"=n, e, qualquer outra base de R" deve possuir n vetores,
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Teoremas

0 conjunto

[5-{| 0o otNfo 1 oo o NNSo o hNfo o \Nfo oo u}
0 0 of\0 0 o0 0 o\ 0 o\ 1 o\NO 0 1

& uma base do espaco das matrizes de ordem (2 x 3).

Como [} possui seis matrizes, a dimensao do espaco € seis, e,

qualquer outra base desse

espaco deve possuir seis matrizes.
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Exercicios

Baseando-se no Exemplo 3 encontre:
Uma base e a dimensao do espaco das matrizes de
ordem (m x n).

Qutra consequéncia importante dos teoremas ja
vistos € a seguinte;

Se V & um espaco vetorial com dimensao n,
entdo qualguer conjunto com n vetores
linearmente independentes de V constitui uma
base para V.

D
0N

A

—

Vamos utilizar esse resultado para resolver o

EXercicio a seguir:
0 conjunto 5 ={(1,1,1), (0,1, 1), (0, 0, 1)} € uma
base para o espago R

Como dimR*=3 e [3 possui trés vetores LI

(Verifique!) afirmamos, pelo resultado, que [} e

uma base para R* (observe que néo foi necessario

mostrar que o conjunto [} gera RY).
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'ETORIAK

Coordenadas de um vetor em relacao a uma base

Os vetores de um espaco vetoral sao sempre representados em termos de
suas coordenadas. Entretanto, essas coordenadas dependem da base ou
referencial estabelecido para o espaco, isto significa que, quando alteramos
o referencial do espaco as coordenadas dos vetores tambem se alteram.
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'ETORIAK

Coordenadas de um vetor em relacao a uma base

Para determinarmos as coordenadas de um vetor em relacao a uma base
devemos adotar o seguinte procedimento:

Etapa 1: Escrever o vetor como combinacao linear dos vetores da base
estabelecida.

Etapa 2: Os escalares encontrados na combinacao linear da Etapa 1 s5ao
coordenadas do vetor em relacao a nova base.
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'ETORIAK

Coordenadas de um vetor em relacao a uma base

Observe o exemplo a seguir:

Suponha que desejamos encontrar as coordenadas do vetor v = (1, 2) em
relacao a base B = {(1, 1), (1, -1)} do espaco R%.

Etapa 1: Escrever v como combinacao linear dos vetores de [i:

(1, 2)=x(1, 1) +y (1, -1)
(1, 2)=(X+Y, X -Yy)
X+y=1

X-y=12

Resolvendo o sistema temos x = 3/2ey=-1/2
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'ETORIAK

Coordenadas de um vetor em relacao a uma base

Etapa 2: As coordenadas de v em relacao a base fsao x=3/2ey=1/2.
Ou ainda,

["lr]J_!l= {3;2,' 1!“2::'-.

VERIFIQUE!

0 vetor v = (1, 2) possui coordenadas x= 1 e y =2 em relacao a base

candnica do R®.
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o Eam =

1 - Quais dos conjuntos [} de vetores constituem uma base para o espaco vetorial V.

@ V=Rep={(1,3),1,-1)}
(b) V=R:e p={(0,0), (1,2), (2, 4)}.
(©V=Rep={(1,0,2),(01,-1)}

d)V=Rep={3,2,2),(-1,2,1),(0,1,0)

(€) V = Matrizes de ordem (2 x 2) e [} = (l l),(o 0)(

0 O/\1 |

)

A

Q¥ Yl . Anlss

l}.
| |
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Gabarito

(a) Como dim R? = 2 e } possui dois vetores entao [3 sera base se seus vetores forem LI.

De fato, [ € LI, observe que o determinante a seguir € nao nulo.

1 3
|1 =4

I =_4%#0 = P & base.
(b) B nao é base pois dim R? = 2 e P possui trés vetores.
(C) B nao é base pois dim R® = 3 e p possui dois vetores.

(d) p sera base para R?se j3 for LI. De fato,

e Y L.
=420 | =-2-3=-540%
0 10
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¥ ol Sl Vo lea

— o

Logo, [ e base.

(e) DimV = 4, [ & base se for LIl. De fato,

1100
0 0 1 1 _..,
10 0 1
01 1 1

Logo, |} e base.
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2- Nos itens (a) ate (d), calcule as coordenadas do vetor v em relacao a bases [} para o espaco vetorial V.

(a) Ni& (21 '1' -2 ), “: {(1’-1) 0) ) (Or 1, 0) ) (1» Ov 2)}6 V:RB'

. 1 0 SOyt D OV Y e e
(b) v-(l 2),[5-{(0 0), 0 0 .(] ())'(() ]);eV-MatnzestZ).

. e 2 - : ) —~ ! .
(€ v=03,-2),p={(2,1), (-1, 1)} e V=R Gabarito

(@) [v]; = (3, 2, -1);

(b) [V], = {‘1 : ]

(c) [v],= (1/3, -7/3)



BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO

Vol N 0Nl A\

3- Encontre as coordenadas do vetor v = (1, 0, 0) em relacao & base [} do R* constituida

pelos vetoresvi = (1,1,1),v2= (-1,1,0)eva= (1,0, -1).

Gabarito

[Vlg = (1/3, -1/3, 1/3)
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[@ SINTESE DA AULA

Mesta aula, vocé:

« Aprendeu a identificar uma base e a dimensao de um espaco vetorial;
« Determinou as coordenadas de um vetor qualquer de um espaco vetorial em relacao a uma base deste espaco;
« Observou que existe uma infinidade de bases ou referenciais distintos para um mesmo espaco vetorial.
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“O O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Ma proxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

+ 0 estudo das funcoes ou transformacoes lineares entre dois espacos vetoriais;
+ [ dominio, a imagem e o nucleo de uma transformacao linear;
« Arepresentacao matricial de uma transformacac linear.
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TRANSFORMACOES

Uma Funcao Linear do plano e definida pela reta y = ax (a @ uma constante),

que sabemos ser representada graficamente
por uma reta passando pela origem dos eixos coordenados.

Funcdo linear em R?
Y
4 y=ax
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[

r
b

De forma analoga,
Uma Transformacao Linear sera uma funcao que leva vetores do espaco vetorial U

em vetores do espaco vetorial V que podera ser descrita na forma:

T{u) = A.u,

sendo que: u um vetor do espaco vetorial U e A & uma matriz.

A ATENGAO

Observe a semelhanca entre as definicoes de funcao linear do plano
com a transformacao linear entre espacos vetoriais.

Quais as diferencas entre as duas?
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C
_r_r}- _r_i_-_»r-;_r~\)

Gabarito

O numero a se transforma na matriz A
A variavel real x se transforma no vetor u

TRANSFORMACAO LINEAR
U V

—»e T(u) = Au

ue



TRANSFORMACOES

Por exemplo,
A funcao Ti(x, y) = (Zx, x + vy, 0) e uma transformacao
linear que leva vetores do espaco R? no espaco R,
Observe que essa transformacao T pode ser descrita como
0 produto de uma matriz A pelo vetor u conforme
mostramos a seguir:

2 0\ [

T,y =@ x+y 0= 11y
0 0
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Transformacao Linear

A seguir vamos definir formalmente uma Transformacao Linear:

Sejam U e V espacos vetoriais quaisquer. Uma
transformacao linear € uma funcao

de UemV (T : U — V), que satisfaz as seguintes condicoes:
(@) T(us +uz) =T (u) + T {uz), quaisquer gue sejam uq e uz em U,

(b) T(ctu)=aT (u), para todo u em U e todo escalar real «.
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Transformacao Linear

Utilizando a definicao, vamos comprovar que a transformacao T:

RY = R do exemplo anterior, € realmente linear.

Tix, ¥) = (2%, x + vy, 0]

De fato,

Sejam Ui=(X1, y1) € Uz = (Xz , yz) vetores quaisquer do R:

e seja o um escalar real.

Entao,

(8) T{Us + Uz) =T + Xz, Yo+ Vz) = (X +Xg) , % + X2+ Y +y2,0) €

T(ug) + T (uz) =T(xg, ¥5) + TiXz ¥z) = (2%, X+ ¥y, 0) + (232, X4y, 0).
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Transformacao Linear

Somando-se os vetores T (uq) e T {uz)

temos exatamente o vetor T{u, + uz).
() T{oewr) = Tio (X1, ya)) = T o X1, o 1)
= (2 o1, i1 +ay,0)e

0T (U1) = L T(X1, Y1) = @ (X1, X1+ Y1, 0)
= (2o, g+, 0).
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A ATENGAO

Uma consequéncia imediata da definicdo de transformacao linear e a seguinte:
“S5e T:. U —+V e uma transformacao linear, entao T leva o vetor nulo de U no
vetor nulo de V , isto &, T(0) = 0",

De outra forma, podemos entender essa mesma afirmativa da seguinte maneira:

“Se T(0) = 0 entdo a transformacao T nao é Transformacao Linear ”

Tente provar esta afirmatival
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Transformacao Linear

Vamos aplicar essa afirmativa para mostrar que a transformacao T:

R — R*, dada por, T(x, y) = (x + 1, y + 3) nao € linear.

Observe que
0, 0)=101,3)=1(0,0)

Ou ainda, T nao leva vetor nulo no vetor nulo.
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Exercicios propostos

Para fixar as idéias realize os exercicios propostos a seguir
Identifique quais das seguintes transformacoes T sao lineares:

(1) T: R = R dada por T(x) = x*.

Gabarito:
(2) T: R R dada por T(x, y) = X V.
3) : M(2,2) > Rdadapor T(" ©)=det(" ° (1) nao;
(3) T: M(2,2) — R dada por (b d)- (b d). {Z}HEG;
4)T: R* > R? dad T 2 (3) nao;
(4)T.R — adapor T(x, Yy, Z) = (X + Yy, 2 Z) {4} EIIT'I,

(7) T: R— R dada por T(x) = |x|. (5) nao.
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Imagem e Nucleo de uma Transformacao Linear
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Passamos agora a analisar alguns conceitos importantes relacionados
a uma Transformacao Linear T. Destacamos em especial,

os subespacos vetoriais definidos pela Imagem e pelo Nicleo de T.

A ATENCAO

Imagem de uma Transformacao Linear
SejaT: U -V uma transformacao linear do espaco vetorial U
« no espaco vetorial V.

A imagem de T, denotada por Im(T), € o conjunto de todos
0s vetores v do espaco vetorial ¥V de modo que v = T(u) para algum u

do espaco vetorial U.
Im(M={wveVtaisquev=T(u)paraalgum usU }.
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Observe na ilustracao a seguir a caracterizacao no

espaco vetorial V da Imagem do espaco vetorial U pela

transformacao linear T.

Transformacao Linear
U >V

\ \
U T(U)=Im(T)

N,
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Seguem alguns exemplos mostrando como encontramos a Im(T).

1. Seja a transformacao linear T: Rz — R dada por T(x, y) = y - X. Entao,
2| Im(T) = {numeros reais}.

1 2. Seja a transformacao linear T: R* — R*dada por T{x, y) = (%, 0, y). Entao,
—=— | Im(T) = {vetores do R’ na forma (x, 0, y)}.

Como vocé pode observar na ilustracdo o conjunto Im(T) & um subconjunto do espaco vetorial V. Mais ainda,

0 conjunto Im(T) da transformacao linear T: U — V € um subespaco do espaco vetorial V.
Procure provar!
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Mucleo de uma transformacao linear

SejaT: U -+ V uma transformacao linear do espaco vetorial U
no espaco vetorial V.

Definimos o nucleo de T, denotado por N(T),
como sendo o conjunto dos vetores de

U que sao levados por T no elemento nulo de V. Isto &,

N (T) ={u €U tais que T{u) = 0}.
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Veja na ilustracao a seguir a caracterizacao no espaco vetorial U do conjunto N(T).

S w A T

Transformacao Linear
T:U->YV
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Seguem alguns exemplos mostrando como encontramos o conjunto N(T).

1. Considere a transformacao linear T(x, y) = v - x. Entao,
N (T) = {(x, y) = R*tal que y - x = O1.

Ou ainda,

M(T) = [(x, x) tal que x = R}.

2. Considere a transformacao linear Tix, y) = (x, 0, y). Entao,

N(T) = {(x, y) = R" tal que (x, 0, y)= (0, 0, 0)}
Ou ainda,
N(T) = {(0, 0)3.
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Como voce pode observar na ilustracac o conjunto N(T)

e um subconjunto do espaco vetorial U. Mais ainda,

O conjunto N(T) da transformacao linearT: U -V
e um subespaco do espaco vetorial U.
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Exercicios de fixacao

5eja a transformacao linear T: RY - R dada por Tix, v) = (x, 0).
(a) (0, 2)=a N(T)?
(b) (2, 2)= N(T)?

{(C) (3, O)=Im (T)

(d)y (3,2)= Im{T)? (@)Sim  (b)Ndo  (c) Sim (d) Nao
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Matriz de uma Transformacao Linear

Como veremos a seguir, a toda Transformacao Linear T

do espaco vetorial U no espaco vetorial V
poderemaos associar uma matrz A.

AC

(]

eterminacao dessa matriz A dependera:

a forma da Transformacao Linear;

« (]

as bases escolhidas para os espacos vetornaisUe V.
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

Dada a Transformacao Linear T: U — V. Considere o= {u4, uy,..., U,} como uma base para

0 espaco vetorial U e o' = {v4, vz, ..., Vn} COMO UMa base para o espaco vetorial V.

Para encontrar a matriz A que representa T em relacao as bases B e ', basta adotar os

Dass0s a Seguir:
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

1. Usando a expressao de T, encontrar os vetores: T(ui), T(uz),..., T(Us), que sao pertencentesaV;

2. Expressar os vetores: T(u1), T(ua),..., T(us), como combinacoes lineares dos vetores da base B’ de V;

3. Mantendo-se a ordem, dispor os escalares obtidos nas combinacoes lineares do item (2) como as
colunas de uma matriz A.

A matriz A obtida ira representar a Transformacao Linear T nas bases B e B’.

b

A ordem da matriz A sera dada por (dim V x dim U)
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

0 exemplo a seguir ira esclarecer melhor a questao:

Seja a transformacao linear T: R — R dada por

T(x, ¥)=(x -2y, Zx +y, X + y)
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

Considere as bases:
B={{1, -1), (0, 1) } do espaco R* (Dominio) e
B’ ={{1, 0, 0), (0, 1, 0, (0, 0, 1)} do espaco R’ (Contra-Dominio)

Vamos encontrar a matriz A que representa a transformacao linear T nessas bases:

e A matriz A sera de ordem (3 x 2) uma vez que a dimensao do
contra -dominio (R*) & 3 e a dimensdo do dominio (R?) é 2.
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

Passo 1

Usando T, calcular T(1, -1)e T(0, 1).
T{1, -1)=1(3,1,0)

o, 1) =1(-2,1,1)
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

Passo 2

Expressar T(1, -1) e T{ 0, 1) como combinacao linear dos vetores de i}

T(1,-1)=(3,1,0)=3. (1,0, 0)+ 1. {0, 1, 0) + 0. {0, O, 1).
T(0,1)=(-2,1,1)=-2.(1,0,0)+ 1. (0, 1, 0) + 1. (0, 0, 1).
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Determinacao da matriz A da Transformacao Linear T

Passo 3

Mantendo a ordem, vamos dispor os escalares obtidos como as colunas da matriz da A que ira
representar a transformacao linear nas bases B e B’. Entao,

_3_2_
A= 1 1

(1
- - 3=z1

Observe que se tomarmos agora [} como a base candnica do R*e [} como a base candnica do R°,
a matriz da transformacao A; em relacao a essas bases sera dada por:

| -2
A=) 2 ]
| |
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Exercicios propostos

1) Escreva a matriz da transformacao linear T nas bases candnicas do dominio e contradominio:

(2) T (X, ¥) = (¥, X).
{h} T {}:r }r} [' Yy - }:]'

(C)T(X, ¥)=(X+Yy, X-V).
(d)T(X,¥,Z)=(X -y, X+2Z,¥ - Z).

2) Para os itens (a), (b) e (c) do exercicio (1) encontre a matriz de T tomando como bases

B=B =001, 1), (1, -1

1 =1 O
1 (")A:(g (1)); (b)A=(_°1 -01)‘ (C)A=(} —11); (d)A=((1) 2 1)
-1

D@a=(p )  ®@a=(g ) @a=(; 1)
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Mesta aula, vocé:

Aprendeu a identificar uma Transformacao Linear;

Percebeu semelhanca entre os conceitos de Funcao Linear do plano e Transformacao Linear;

ldentificou a Imagem e o Nucleo da Transformacao Linear;

Determinou a matriz que representa uma Transformacao Linear em relacao as bases do Dominio e Contradominic.
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Ma prdxima aula, abordaremos os seguintes assuntos:

+ [ conceito de Operador Linear;
A determinacao dos Autovalores e Autovetores de um Operador Linear;
+ 0 metodo do polindémio caracteristico para a determinacao dos autovalores e autovetores de uma matriz.
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Operador Linear

Um Operador Linear € uma Transformacao Linear de um espaco vetorial V nele proprio (T: V—=V). Como
consequencia toda matriz que representa um Operador Linear em relacao a uma base de V e sempre

quadrada e de ordem (dim V x dim V).
Por exemplo,

TG Yy =(X+y, X-y)
e um Operador Linear do espaco R? no espaco RZ.

Observe a matriz que representa este operador na base canonica do RZ.



AUTOVALORES E
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A determinacao de autovalores e autovetores € questao especifica dos operadores lineares.

0 nosso problema sera determinar vetores nao nulos de um espaco vetorial, que sao levados

por um operador linear em vetores que sejam multiplos de si mesmo.
Em termos matematicos, o problema se traduz como:

A Atencao
Seja vV um espaco vetorial.
Dado o operador linear T: V — V, vamos determinar os vetores nao nulosv  V
de modo que T(v) = A v, para algum escalar real A.
Ao resolvermos o problema, estaremos determinando os autovalores A do

Operador T e os autovetores v (nao nulos), associados aos valores de A encontrados.
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Vamos esclarecer melhor a guestao resolvendo o problema-exemplo a seguir:

Considere o Operador Linear T: R* — R?, dado por

T(X, y) = (2x + 2y, y).

O nosso objetivo esta em achar os vetores v = (x, y) = (0, 0) do espaco R* de modo que
T(x, y) = (Zx + 2y, y) = A (X, ¥)

Ou ainda, queremos encontrar solucdes nao nulas para o sistema linear homogéneo a seguir:

(*) (2 -A)X+2Y =0

0 x+({(1-4)y=10
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Estas solucoes ocorrem gquando o determinante da matriz

dos coeficientes do sistema e necessariamente igual a zero.

y J ) o
det =2-D1-1)=0
0 1-4

Ou ainda, Ay = 2 e }; = 1 correspondem aos autovalores do Operador Linear T.
Os autovetores sao obtidos resolvendo-se sistema (*) para cada autovalor encontrado.

Para o autovalor A = 2, o sistema (*) se reduz a

Ox+ 2y=0
Ox- y=0

cuja solucao é:y=0e x=qualquer niumero real.
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Logo, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sao da forma:

Vo1 ={({x,0),comx € Re x=0}

Para o autovalor A = 1, o sistema (*) se reduz a

X + 2y =0

Ox + O0y=20

cuja solucao e: x=2vy e y=qualquer numero real.

Logo, o0s autovetores associados ao autovalor A = 1 sao da forma:

Viz = {(2y, y), comy € Re y +# 0}
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TOVETO

Exercicios de fixacao

Para fixar as idéias realize o exercicio proposto a seguir.

Repita o procedimento do problema - exemplo para encontrar os
autovalores e autovetores do operador linear T(x, v) = (2x, -2y).
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Meétodo do Polinomio Caracteristic
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| Seja A uma matriz de ordem (n x n) gue representa o operador linear T

em uma base do espaco R". Entao, os
autovalores e autovetores da matriz A

sao obtidos pela resolucao da equacao matricial a seguir:

Av=~vy paraonumeroreal Leparav=0 =R
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A solucao desta equacao matricial implicara:

1.Ma determinacao dos autovalores da matriz A, que serao dados

pelas raizes reais de um polindmio em & do grau n,
denotado por p( ;. ), que se chama polindmio caracteristico;

2.Ma determinacao dos autovetores de A, que serao dados pela

% resolucao de um sistema linear homogéneo de
equacoes do tipo indeterminado.
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Por exemplo,

Seja A =( \ 4) a matriz que representa um operador linear T

-

na base canonica do espaco R, Vamos entao encontrar

matricialmente os autovalores e autovetores de A.
i X,
Devemos, entao, achar o vetor v =

] nao nulo de R?, e,
X
1

o numero real &, de tal modo que

= A
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Ou ainda, efetuando o produto de A por v e comparando os vetores,

geramos o sistema
Xg + X=Xy

-2¥%1 + ¥z = LXz
que e equivalente ao sistema a seguir
(T-4 )X +X2=0
&
2%+ @4-1)x=0.
Este sistema que e linear e homogéeneo, deve ter solucao nao nula
0
#+
0

Logo () tem que ser possivel e indeterminado (SPI). Desta forma,

| -4 |
necessariamente, o determinante da matriz Det. _a oa-al .

dos coeficientes tem que ser zero.
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Resolvendo o determinante, obtemos o polindmio p(i), do grau 2, descrito a seguir:

D(A)=(1-2)(4-2)+2=2"-5L+6=0.

Assim, as raizes de p(i.), dadas por 1= 2 € i.z= 3, 530 os autovalores da matriz A.

Para calcular os autovetores da matnz A, devemos resolver o sistema (*)
para cada um dos autovalores encontrados.

Para 74 = 2, 0 sistemna (*) passa a ser:

- X1+ Xz=0
-2¥X1+ 2% =0
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cuja solucao e: Xz =x1e X = qualguer nimero a = R

Ou melhor, os vetores -solucoes sao do tipo

vi=(a,ajcoma=0,
gue correspondem aos autovetores da matriz A associados ao autovalor 24 = 2.
Para 4z = 3, 0 sistema (*) passa a ser
-2 X1+ X2=0

-2 X1+ Xz =0

que possui solucao, x; = 2 x4 e X¢ = numero qualquer be R

Isto €, os vetores-solucoes sao do tipo

vz=(b, 2b) com b= 0,

que correspondem aos autovetores associados ao autovalor 7z = 3.
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As etapas descritas a seguir organizarao o metodo do polindmio caracteristico

para determinacao dos autovalores e autovetores de uma

matriz A de ordem n qualquer.

METODO DO POLINOMIO CARACTERISTICO
(DETERMINACAO DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES DE UMA MATRIZ)

5eja A uma matriz de ordem (n x n)
Etapa 1: Escrevera matriz (A - . |,), onde |, @ a matriz identidade de mesma ordem da matriz de A.

Etapa 2: Obter o polindmio caracteristico da matriz A, dado por
p[.—‘l-.' = d'E't [l‘llllu = .-‘I-.I'|.' = {].

Etapa 3: Achar as raizes /. do polinémio caracteristico p(.) , que correspondem aos autovalores da matriz A.

Etapa 4: Para cada autovalor /. encontrado resolver o sistema homogéneo dado por
(A-Ll)v=0, parav=0.
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No proximo exemplo, descreveremos apenas as etapas do metodo
para o calculo de autovalores e autovetores da matriz A. As

contas relacionadas ao do problema, vocé deve fazer!

| 2 -1
Sejaamatriza=] | 0 I . Quais sao os autovalores e autovetores da matriz A?
4 —4 5
Etapa 1
| 2 I I 0 0 - A 2 |
A-ilB=f 1 0 I Ay 0 1 0 )= | (0 — A I
o 4 35 0 0 1 - 4 3-4
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Etapa 2

p(i)=detfA- i) =1 - 60 + 1ML -6=0

Etapa 3

Os autovalores da matriz A sao as raizes de
p{:"']I dadas par. n-'|'.1= 1, |-'".:._I =2 e n-'l'.g = 3.
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2y=z=10
Para 11 = 1, 0 sistema a ser resolvido é: x—y+z=0
dx—dy +4z=10
que possui solucao dada por (%, ¥, Z) = (-a, a, 2a) coma = R.
2y—=z=10
Para }z = 2 , o sistema a ser resolvido e: 2y +z=0
dx -4y +3z=10
que possui solucao dada por (x,y,Z)=(-2a,a,4a)com a £ R.
=2x+2 —zy=0
Para }; = 3, o sistema a ser resolvido e: Fdys + =)
dx -4y +22=0

que possui solucao dada por (%, ¥y, Z)=(-a,a,4a)coma e R.
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Etapa 4 (Continuacao)
Os autovetores da matriz A associados aos autovalores

M=1,A2=2el3=3

sao dados respectivamente pelos vetores do espaco R*:

Vi1=(-a,a, 2a),paraa=0 R,
Vo= (-2a,d,4a) ,paraa =0 R €

viz-(-2,a,4a)coma =0 = R.
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Exercicios de Fixacdo

Calcule os autovalores e autovetores correspondentes aos operadores lineares dados a seguir:
e T:R*— R'tal queTi(x,y)=(2y, x).
e T:R*> R:talqueT(x,y)=(x+y, 2% +y).

¢« TRRSRtalqueT(x,y,z)=(x+y,x -y+22z, 2x+y-z).
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Gabarito

(@) h1=+2 erz=-+2; Vi1 =(~/2y, y)eViz=(-+/2v, y).
(b)hi=1+ /2 ehi=1-/2; V= (x, V2 x) e Via = (x, -2 x).

() hi=2; k2 =-1ehr3z=-2; Vi1 = (x, x, x); Via=(-2z, 4z, z); Vi3 = (x, -3x, X).
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Exercicios de Fixacdao

Calcule os autovalores e autovetores das matrizes:

=2 1 1
(a)A—(0 —1) (b)A—(| l)

T 3 0 —4 0
5 0O 3 5 0

e)A=1 1 2 1 f)A=
I EETA T L Y
Q.48 4 %]
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(a) a=1e ha=-1; Vii= (%, 0) e Viz = (-V, ¥).

Gabarito

(b) x1=0; iz =2; Vii=(-V, ¥) e Viz= (X, X).

(€)hi=3€dz=1;Viga=(x, 0, 0) e Via= (-7z/4, -52/2, z).

(d) Za=1; Aa=3 e Az=-1; Vi =(-y, v, 0); Viz=(x, 0, x); VAz = (-Z, 2z, Z).
(&) hi=1; iz =4 eiz=-1; Vig = (X, -2Zx, X); Via = (X, X, X); Vi3 = (-Z, 0, Z).

(f) e =2; ha=-1e h3=-2; Viq = (X, X, X); Viz=(-2z, 4z, Z); Vi3 = (X, -3x%, X).

() a=3; A2 =-1Teiz=1; Via=(x, vy, 0, 0); Viza= (%, -5x/4, x, 0);

Vis = (0, 0, 0, ).
T LLLLEEEEEHHHHHSSSSEEESEEHEH
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[@siNTESE DA AULA

Nesta aula, vocé:

« Aprendeu a determinar autovalores e autovetores de um Operador Linear ou Matrz;
« Estudou o metodo do polindmio caracteristico;

« Compreendeu que o calculo de autovalores se resume em determinar as raizes do polindmio caracteristico;
+ Compreendeu que o calculo dos autovetores consiste na resolucac de sistemas lineares homogéneos indeterminados.
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.'b O QUE VEM NA PROXIMA AULA

Aplicacoes praticas de autovalores e autovetores.
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Diagonalizacao de Operadores

0 nosso objetivo agora € a construcao de uma base de vetores para
o espaco vetorial V, de tal modo que a matriz

que represente o operador linear T: V— V nessa base, s&ja 0 mais
simples possivel. Por varios motivos, entendemos
que a matriz mais simples que pode representar o operador linear

T € uma matriz diagonal, isto e, uma matriz tal

que todos os elementos que nao estao na sua diagonal principal sao iguais a zero.
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Diagonalizacao de Operadores

Para elucidar melhor esta questao vamos analisar os seguintes exemplos:
Considere o operador linear T: R* — R®, dado por
Tix, y) = (x +y, -2x + 4y)
Observe que a matriz que representa T na base candnica do R? &

()

Observe que os seus autovalores e autovetores sao dados respectivamente, por:
=2ev,=a(l,1)coma=0,e

la=3ewvy;=b(1,2)comb 0.
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Diagonalizacao de Operadores

Considere o conjunto [} abaixo formado pelos seguintes autovetores:
vi = (1,1) associado ao autovalor 4= 2 e

vz = (1, 2) associado ao autovalor Az = 3

Isto &,

=1, 1), (1, 2)}.

afirmamos que o conjunto P constitui uma base para o plano R®
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Diagonalizacao de Operadores

Vamos entao encontrar a representacaoc matricial

do operador linear T na base [i.

Observe que,
T(1,1y=2. (1, 1) +0. (1, 2)
T(1,2)=0.(1,1)+3. (1, 2).

Isto €, a matriz A do operador na base [} e descrita a seguir

20

A:
0 3
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Diagonalizacao de Operadores

Conclusao:

Neste exemplo, foi possivel encontrar uma base [} do R’, constituida pelos autovetores de T,
tal que a representacao do operador linear T em [} € uma matriz diagonal. Mais ainda, na

representacao diagonal de T os autovalores sao os elementos situados na diagonal principal da matriz.

0 exemplo resolvido ilustra uma forma simples de diagonalizar um operador linear T.
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Diagonalizacao de Operadores

O resultado a seguir formaliza um dos processos de diagonalizacao de operadores lineares.

A ATENCAO

Se V e um espaco vetorial de dimensaone T V-V eum
operador linear que possui n autovalores distintos, entao V possui
uma base cujos vetores sao todos autovetores de T.
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Diagonalizacao de Operadores

Uma consequéncia imediata deste teorema e que:

- Um operador linear T: V—V que possui todos os autovalores diferentes pode ser
representado por uma matriz diagonal. Mais ainda, se [} = {v1, vz,..., Va} € uma base
ordenada de autovetores para V, e se A4,. Az,...An 580 05 seus respectivos autovalores,

entao, a matriz diagonal que representa T & descrita por:

A0 . 0
0 A
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Sejaa matrizA=f 1 0 1 que representa um operador linear

T: R® — R em relacao a base candnica do R".

Ma aula 09 vimos que os seus autovalores e autovetores sao dados por:
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Diagonalizacao de Operadores

Para i =1,vw1=a(-1,1,2)coma=0 = R.
Para‘z=2,v.iz=a (-4, 1, 4ycoma=0 =R.

Para ;3 =3,V3=a (-1, 1,4)coma=0 =R.
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Diagonalizacao de Operadores

Como os tres autovalores de T sao distintos sabemos que o conjunto
b=1{(-1,1,2),(-2,1,4), (-1, 1, 4]
constitui uma base de autovetores para o espaco R’ (Verifigque a afirmatival).

Mais ainda, a matriz que representa o operador linear T na base [} € dada por:

I 0 0
B={ 0 2 0
0 0 3
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Diagonalizacao de Operadores

Meste momento, cabe analisar a seguinte questao:
"Para diagonalizarmos um operador linear & sempre

necessario que todos os seus autovalores
sejam diferentes?”

A resposta a esta questao e nao!
Vamos a seguir desenvolver certos conceitos e resultados

que esclarecem, em carater definitivo, a
questao acima colocada. Vamos tambem determinar outra

forma de estabelecer a representacao por
uma matriz diagonal de um operador linear.
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Exemplo

Polinomio de Matriz

Seja p{x}=xl-?eﬂ=( ql

4) Entao
Sejap(x)=ag+a;Xx+....+a, X' um | |

polinomio em x de grau n, e seja A D(A) =AZ-9 1, =(" 4)(" 4)_
2 I/\2 1
uma quadrada. Entdo, p(A) € a matriz (

(909

Neste caso, como p(A) = 0 (0 aqui representa a

PA)=aply +a; A+ ...+ a3 A.

matriz nula), dizemos que p(x) anula a matriz A.

-
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Dada uma matriz quadrada A, definimos o polinomio minimal
da matriz A como polinomio

K -1y

M(X) = X" + Ak X N - T = T

de tal que modo que:

« O polinomio m(x) anula A, isto e, m(A) = 0.

« m(x) e o polinomio de menor grau dentre todos aqueles

que anulam a matriz A (observe que o coeficiente do termo de maior
grau deve ser igual a 1).
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0 teorema gue enunciaremaos a seguir vai relacionar o processo de
diagonalizacao de um operador linear T com a determinacao do
seu polinomio minimal.

A ATENCAO

Teorema

Sejam T: V—V um operador linear e o« uma base qualquer do
espaco vetorial V. Entao, T e diagonalizavel se e somente se o

polinomio minimal da matriz A que representa o operador na
base o for da forma

M{X) = (X A X - Az)o.. (X - An)
em que 0s NnUmeros reais Ai, Az, ... Ansao todos distintos.
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Tendo em vista o resultado acima a nossa questao agora passa a Ser:

Como se acha o polinomio minimo de um operador linear?

A resposta desta questao e dada por meio das seguintes consideracoes:

« O primeiro candidato a polinomio minimal do operador linear & o
polinomio caracteristico de uma matriz que o representa.
(O resultado e explicado pelo Teorema de Cayley -Hamilton).
« As raizes do polinomio minimal sao as mesmas raizes

distintas do polinomio caracteristico.
« O polindomio minimal divide o polinomio caracteristico.
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Vamos agora juntar os fatos para estabelecer a nova forma de
diagonalizar o operador linear T pelo metodo do polinomio minimal.

Preste bastante atencao nas etapas!
Seja A uma matnz que representa o operador linear

T em uma base do espaco vetorial V.

Etapa 1: Achar o polindmio caracteristico de A.

Etapa 2: Encontrar o polinomio minimal de A.

Etapa 3: Verificar se o polinomio minimal de A e da forma

(X - M)(x - }-.2) ..... (X - }vk) , COM Adq, A2yeeehi distintos.
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Exemplo 1:

Seja o operador linear T: R* — R* dado por

Tix, vy, z, t) = (3x - 4z, 3y + bz, -Z, - t).

MNosso objetivo e saber se este operador e diagonalizavel.

Mo caso de ser, vamos enpcontrar a sua forma diagonal.
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Passo 1 : Escreva a matriz A do operador linear na base candnica do R* dada por:

a={(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1)}
Entao,

3 0 =4 02
0 3 5 0
0 0 =1 0
0o 0 0 -1
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Passo2: Calcular o polindmio caracteristico da matriz A

3I-4 0 — 4 0
0 3= 5 0
L)=det (A=) = =0

P(A) [ o) 0 0 =1=-4 0

0 0 0 -1=-4

Resolvendo o determinante acima obtemos que o polindmio caracteristico da

matriz A que € dado por
P(h) = (3 -4)" (-1-2)'= (r - 3)%(h + 1)°

Os autovalores da matriz Asao: iy, =3 e j;=-1.
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Passo 3 : Determinar o polinomio minimal de A.

Os candidatos a polindmio minimo sao:

mi(x)= (x - 3)° (x + 1)°
ma(x) = (x - 3)%(x + 1)
ma(x) = (x - 3)(x + 1)°

ma(x) = (x-3) (x+ 1)
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Atencao!
Observe que my(x) € o polinomio caracteristico da matriz A e que os
polindmios mz(x), ma(x) e ms(x) sdo polinomios que dividem o caracteristico e

que possuem as mesmas raizes distintas.

Por fim o operador linear T ou a matriz A sera diagonalizavel se e somente se o

seu polinomio minimal for o ma(x).



Passo 4: Verificar se my (A) = 0.

ms{A)=( A -3, A +1,)

(3 0 =4 0 (3 0 0 OWY{3 0 =4 0% {1 0 O Oy
0 3 5 0 0O 3 0 0 0 3 5 0 0 1 0 0
my(A) = - +
0 0 =1 0 0O 0 3 0 0 0 =1 0 0 0 1 0
o o o -1)lo o o0 3Jjlo o o -1} o o0 0 1))
0 0 =4 0Y%4 0 —4 O O 0 0 o
0O 0 5 oo 4 5 0 0O 0 0 0
My A) = =
0O 0 =4 0O o 0o 0 0 0O 0 0 0
0O 0 0 —-4j0 0 0 0 0O 0 0 0
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Como my(x) = (x - 3) (x + 1) & o polinomio minimal, o operador linear T ou a
matriz A e diagonalizavel. Isto e, existe uma base de autovetores para A tal que a

matriz B que representa o operador nesta base & dada por

(3 0 0 0

0 3 0 0
0 0 =1 0

o o 0 =1

W
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¢ Na representacao diagonal de T os autovalores i1 = 3 e Az =-1 aparecem duas

vezes. Este fato se da, porque ambos os autovalores sao raizes de multiplicidade

algebrica 2 no polinomio caracteristico .
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Exemplo 2

Verifique se o operador do R® descrito pela matriz A & diagonalizavel.

3 =3 =4
A=|0 3 5
0 0 =1,

O polindmio caracteristico da matriz A & dado por

pia.)=(A — 3)° (A + 1).
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Os candidatos a polinomio minimo sao :
ma(x)=(x - 3)* (x + 1)

mz(x) = (x- 3)(x+ 1)

A matriz A sera diagonalizavel se e somente se o

se o seu polindgmio minimal for mzlij.



APLICACOES DE AUTOVALORES

i ' i J
{ )
Vamos testar!
mz(A) = (A - 3l3)(A + |3)

0 =3 =44 =3 =4 0 =12 =15
mzA)=10 O 5 J0 4 5 |=|0 0 0 |# matriz nula
0 0 =400 0O 0 0 0 0

A matriz A nao e diagonalizavel.
Observe que o polindmio minimal da matriz A & o seu préprio polindmio

caracteristico m(x).
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AUTOVETO

Exercicios de Fixacao

Pelo metodo da determinacao de uma base de autovetores, verifique se os operadores
lineares a seguir sao diagonalizaveis:
) T(x, y) = (x+y, Zx + y).

2)TX, y,Z)=(Xx+22Z, X+2Z,X+Y¥+122).

Gabarito
1) & =1+42, v, =(x,42%); &, =1-42,v, = (x,~/2x) ; 0 operador &

diagonalizavel, os autovalores sdo distintos logo os autovetores formam uma base para R™.
2) j"1 =1, i = (-% %, 0); j"l =—1,¥; = (X,2X,-X); 13 =3, v;=1(x,0,x); 0 ﬂFIE'rEl['ﬂr 2 diagnnalizé\fel,

os autovalores sdo distintos logo os autovetores formam uma base para R”.
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AUTOVETO

Exercicios de Fixacdao

Pelo metodo do polinomio minimal, verifique se os

operadores do exercicio |. (1), (2) sao diagonalizaveis.

Gabarito
(1) m(x) = (x-(1+ J2 N(x-(1- J2 )), o operador & diagonalizavel.

(2)m(x) =(x-1) (x+ 1) (x - 3), o operador e diagonalizavel.
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AUTOVETO

Exercicios de Fixacao

Encontre: os aulovalores, o polinomio caracteristico
e o polinomio minimal das matrizes a seguir:

o 1 2
1) o o 3
o O O
|
2
{;.(2 4)

i —1

(3) (» (»

o W W W
bW Nk
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AUTOVETO

Gabarito

1) he=h2 = 3= 0, p(h) = -1, m(x) = x°, a matriz nao é diagonalizavel.
2) M=2ekz=3,plh)=(h-2)(h-3), mx)=(x-2)(x- 3), a matriz & diagonalizavel.

3) M=, 02=-1,h3=3eka=2, p(L) =(1 - )(-1-2)(3 - A)2Z - L), m(x) = (x - 1)(x + 1) (x - 3) (x - 2), @ matriz é diagonalizavel.

Exercicios de Fixacdo

Para quais valores de a cada uma das matrizes a seguir sao diagonalizaveis?
Gabarito

(a)a =1
(bya=0
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AplicacOes praticas de Autovalores e Autovetores

Muitas sao as aplicacoes de autovalores e autovetores no campo das

Engenharias e das Ciéncias Aplicadas. Problemas como

« |dentificacOes das conicas e quadricas;

« Formas quadraticas,;

« Estudos relacionados a superficies concavas e convexas;
« Problemas de Otimizacao de funcoes com restricoes;

« Resolucao de sistemas de equacoes diferenciais lineares.
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Podem ser tratados algebricamente por meio da identificacao de
autovalores e de processo de diagonalizacao de operadores.

Com certeza toda a Algebra Linear abordada neste curso sera de grande
aplicabilidade para os seus estudos futuros. Espere um pouco prezado
leitor e voce vera.
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[Z10 SINTESE DA AULA

Mesta aula, voce:

« [Determinou o polindmio minimal de uma matrnz;

« Aprendeu a diagonalizar um Operador Linear ou Matrz;

» Percebeu as diversas aplicacdes nas Engenharas e Ciéncias aplicadas
de toda teorna estudada no curso.
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