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PROGRAMA DE APOIO 
À PRODUÇÃO DE MATERIAL DIDÁTICO

Considerando a importância da produção de material didático-

pedagógico dedicado ao ensino de graduação e de pós-graduação, 

a Reitoria da UNESP, por meio da Pró–Reitoria de Graduação 

(PROGRAD) e em parceria com a Fundação Editora UNESP (FEU), 

mantém o Programa de Apoio à Produção de Material Didático de 

Docentes da UNESP, que contempla textos de apoio às aulas, material 

audiovisual, homepages, softwares, material artístico e outras mídias, 

sob o selo CULTURA ACADÊMICA da Editora da UNESP, dis-

ponibilizando aos alunos material didático de qualidade com baixo 

custo e editado sob demanda.

Assim, é com satisfação que colocamos à disposição da comu-

nidade acadêmica mais esta obra, “Trigonometria”, de autoria das 

Professoras  Dra. Eliete Maria Gonçalves e Dra. Vanilda Miziara 

Mello Chueiri, da Faculdade de Ciências  do Campus de Bauru, 

esperando que ela traga contribuição não apenas para estudantes da 

UNESP, mas para todos aqueles interessados  no assunto abordado.
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APRESENTAÇÃO 

Ao longo dos últimos anos, vem-se constatando que muitos alunos 
ingressantes nos cursos superiores da área de Ciências Exatas têm 
apresentado falhas de formação matemática, tanto conceituais, quan-
to de raciocínio lógico ou de traquejo algébrico. Assim, o processo 
de ensino e aprendizagem fica prejudicado, especialmente nas disci-
plinas do primeiro ano desses cursos. Nestas, as deficiências apre-
sentadas pelos alunos quanto aos conteúdos matemáticos fundamen-
tais têm causado sérios problemas. Tem-se constatado que grande 
parte dos calouros tem falhas ou desconhece esses conceitos funda-
mentais e, por conseqüência, outros relacionados. Com o objetivo de 
auxiliar os alunos no estudo das funções trigonométricas, desenvol-
veu-se este texto, apresentando suas definições e conceitos relacio-
nados, com exemplos comentados e representação geométrica. Com 
a apresentação de exercícios detalhadamente resolvidos, objetivou-
se mostrar ao estudante estratégias de resolução e encaminhamento, 
chamando a atenção para os erros mais freqüentes, usando todo o 
mecanicismo necessário para que ele atente a todas as “passagens”, 
ou seja, todo o “algebrismo” utilizado que ele, muitas vezes, desco-
nhece. Em suma, pretende-se que o aluno, revendo objetivamente 
esses conteúdos já tratados anteriormente no Ensino Médio, “revisi-
te” os conceitos e domine as técnicas de que necessita para bem a-
companhar o que é discutido nas disciplinas de seu curso de gradua-
ção. 
Assim, este é um texto de acompanhamento para as disciplinas dos 
cursos da área de Ciências Exatas que utilizem os conceitos aqui a-
bordados, que pode ser consultado pelo aluno sempre que necessitar. 





1 TRIGONOMETRIA NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 

A trigonometria, como se pode deduzir da própria palavra, trata da 
determinação dos elementos de um triângulo. Do ponto de vista eti-
mológico, a palavra trigonometria significa medida dos triângulos, 
sendo formada por três radicais gregos: 
tri: três  ;  gonos: ângulo  ;  metrein: medir. 
Os primeiros estudos sobre trigonometria tiveram origem nas rela-
ções existentes entre lados e ângulos em um triângulo, empregadas 
pelo astrônomo grego Hiparco, por volta do ano 140 a.C., que orga-
nizou diversas tabelas relacionando as razões trigonométricas com 
ângulos. Hoje em dia, as razões trigonométricas mais utilizadas são 
três: seno, cosseno e tangente. 
Existem vestígios de um estudo de trigonometria entre os babilô-
nios, que a usavam para resolver problemas práticos de navegação, 
astronomia e agrimensura. Além dessas aplicações, as funções tri-
gonométricas também têm papel importante no estudo de todos os 
tipos de fenômenos vibratórios: som, luz, eletricidade etc. 

Trigonometria no triângulo retângulo 

Considere-se o triângulo retângulo ABC, reto em A (Figura 1). 

 
FIGURA 1 

Seja x a medida do ângulo BĈA . Podem-se estabelecer entre seus 
lados as seguintes relações: 

(1) Seno de x: é a razão entre a medida do cateto oposto ao ângulo 

Ĉ  e a medida da hipotenusa, denotada por senx. 
Assim: 
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a

c

hipotenusa

xaopostocateto

CB

AB
senx === . 

(2) Cosseno de x: é a razão entre a medida do cateto adjacente ao 

ângulo Ĉ  e a medida da hipotenusa, denotada por cosx. 
Assim: 

a

b

hipotenusa

xaadjacentecateto

CB

CA
xcos === . 

(3) Tangente de x: é a razão entre as medidas do cateto oposto e do 

cateto adjacente ao ângulo Ĉ , denotada por tgx. 
Assim: 

b

c

xaadjacentecateto

xaopostocateto

CA

AB
tgx === . 

A essas razões dá-se o nome de razões trigonométricas. Observe-se 
que, quando se fala em hipotenusa e em catetos, está-se referindo às 
suas medidas. 

Exemplos: 

1) Determinar os valores de seno, cosseno e tangente dos ângulos do 
triângulo retângulo ABC, sendo que um dos catetos mede 24 cm e a 
hipotenusa mede 25 cm. 

 
FIGURA 2 

O triângulo descrito no enunciado pode ser representado geometri-
camente, como mostra a Figura 2. 
Uma vez que um dos catetos tem medida 24 cm, pode-se pensar, por 
exemplo, que b = 24 cm; como a hipotenusa tem medida a = 25 cm, 
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vem: 

cm7c49576625cbaccba 2222222 =∴=−=�−=�+= . 

Então: 

25

24

cm25

cm24

a

b
senxB̂sen ==== ; 

25

7

cm25

cm7

a

c
xcosB̂cos ==== ; 

7

24

cm7

cm24

c

b
tgxB̂tg ==== . 

Por outro lado, vem: 

25

7

cm25

cm7

a

c
senyĈsen ==== ; 

25

24

cm25

cm24

a

b
ycosĈcos ==== ; 

24

7

cm24

cm7

b

c
tgyĈtg ==== . 

2) Em um triângulo ABC, reto em B̂ , sabe-se que a hipotenusa me-

de 27,5 cm e que 6,0Âsen = .Determinar quanto mede cada cateto 

deste triângulo. 

 
FIGURA 3 

A partir da Figura 3, tem-se que: 

6,0ba6,0
b

a
Âsen ⋅=�== . 

Como b = 27,5 cm, vem: 
a = (27,5 cm).0,6 = 16,5 cm. 
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3) Um triângulo retângulo ABC é reto em B̂ . Sabe-se que 1Âtg =  e 

que um dos catetos mede 15 cm. Determinar o perímetro do triângu-
lo. 
Considere-se a Figura 4. Tem-se: 

 
FIGURA 4 

Tomando a medida c como sendo igual a 15 cm, vem: 

cm15ca1
c

a
Âtg ==�== . 

Portanto: 

cm152c2252225225cab 222 ⋅=∴⋅=+=+= . 

Logo, o perímetro do triângulo é: 

[ ] ( )cm22151521515P +⋅=⋅++= . 

 
FIGURA 5 

Observação: considere-se o triângulo retângulo ABC da Figura 5. 
Têm-se: 

b

a
Âsen =  e 

b

a
Ĉcos =   ĈcosÂsen =∴ ; 
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b

c
Âcos =  e 

b

c
Ĉsen =   ĈsenÂcos =∴ . 

Como as medidas de Â , B̂  e Ĉ  somam 180o e B̂  é reto, então 
090ĈÂ =+ , ou seja, esses ângulos são complementares. Conclui-se 

que, se as medidas de dois ângulos somam 90o, o seno de um deles é 
igual ao cosseno do outro. 

Exemplos: 

1) Nas figuras seguintes, determinar o que se pede: 

(a) Ĉsen , sendo dado que 
8

3
B̂cos = . 

 
FIGURA 6 

Sendo 090ĈB̂ =+ , segue-se que 
8

3
B̂cosĈsen == . 

(b) ( )x2cos ⋅ , sendo dado que 5,0senx = . 

 
FIGURA 7 
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Sendo 090ĈB̂ =+ , segue-se que ( ) 5,0senxx2cos ==⋅ . 

2) Determinar: 

(a) ( )oo 3290cos − , sabendo que 5299,032sen o = . 

Tem-se: ( ) 5299,032sen58cos3290cos oooo ===− . 

(b) xcos , sabendo que ( ) 7236,0x90sen o =− . 

Tem-se: ( ) 7236,0x90senxcos o =−= . 

Observações: 

1) O seno foi definido como sendo a razão entre a medida do cateto 
oposto e a medida da hipotenusa num determinado triângulo retân-
gulo. Considerando o triângulo ABC, retângulo em A, da Figura 8, 
tem-se: 

a

c
xcos;

a

b
senx == . 

 
FIGURA 8 

Como se viu, o seno foi definido como uma razão trigonométrica, is-
to é, o seno é um número, um valor resultante de uma divisão (ra-
zão) entre as medidas de dois lados de um triângulo. Mas, se um dos 
lados aumenta, os demais lados também aumentam e, curiosamente, 
a razão entre cateto oposto e hipotenusa mantém-se, isto é, o valor 
do seno depende, em última instância, “só” da medida do ângulo 
(que por sua vez “controla” as medidas dos lados desse triângulo). 
Se for fixado um dos ângulos menores que o ângulo reto (por exem-
plo, o ângulo de medida x) e, a partir desse triângulo, forem gerados 
outros triângulos, “esticando” os lados, mas mantendo o ângulo, os 
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valores das razões 
a

c
xcose

a

b
senx ==  permanecerão constantes. 

Como, em qualquer triângulo retângulo, a hipotenusa é o lado que 
tem a maior medida, tem-se: 

1senx090x0 oo <<�<< . 

E qual é o valor do seno de 90º? Esse é um caso que se pode chamar 
de “especial”, pois em relação ao ângulo reto nota-se que a hipote-
nusa é o cateto oposto, isto é a medida do cateto oposto = medida 

da hipotenusa = CB  e, portanto, o seno de 90º é exatamente 1. 
Conclusões análogas podem ser obtidas para o cosseno do ângulo de 
medida x. 

2) No triângulo ABC, reto em B̂  (Figura 9), calcular-se-á o valor da 

expressão ( ) ( )22
ÂcosÂsen + , indicada por ÂcosÂsen 22 + . 

Denotando por A a medida do ângulo Â , tem-se: 

b

a
senA =  e 

b

c
Acos = . 

Então: 

1
b

b

b

ca

b

c

b

a
AcosAsen

2

2

2

2222
22 ==

+
=�

�

�
�
�

�
+�

�

�
�
�

�
=+ . 

Esse resultado não depende do ângulo Â , ou seja, essa expressão é 
válida sempre. Assim, se x é a medida de um dos ângulos agudos de 

um triângulo retângulo, tem-se: 1xcosxsen 22 =+ . 

 
FIGURA 9 

Também se observa que
c

a
tgA = ; por outro lado, tem-se: 



 18

c

a

b

c
b

a

Acos

senA
== . 

Conclui-se, assim, que 
Acos

senA
tgA = , ou, genericamente falando: 

xcos

senx
tgx = . 

Exemplos: 

1) Se αααα e ββββ são as medidas de dois ângulos agudos de um triângulo 

retângulo e sabe-se que 
3

1
sen =α , determinar αcos , αtg , βsen , 

βcos  e βtg . 

Como o90=β+α , segue-se que 
3

1
sencos =α=β . Então, vem: 

3

22
sen

9

8

9

1
1cos1sen1cossen 2222 ⋅

=β∴=−=β−=β�=β+β . 

Uma vez que β=α sencos , segue-se que 
3

22
cos

⋅
=α . 

Portanto, vem: 

4

2

2

2

22

1

22

1

3

22

3

1

cos

sen
tg =⋅

⋅
=

⋅
=

⋅
=

α

α
=α  

e 

22
1

22

3

1
3

22

cos

sen
tg ⋅=

⋅
=

⋅

=
β

β
=β . 

2) Calcular o45sen , o45cos  e o45tg . 

Considere-se um quadrado cujo lado tem medida a unidades de 
comprimento. O Teorema de Pitágoras permite calcular a medida da 
diagonal do quadrado, conforme mostra a Figura 10. 
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FIGURA 10 

No triângulo ABC, tem-se: 2addaa 222 ⋅=�=+ ; assim, vem: 

2

2

2

1

2a

a

d

a
45sen o ==

⋅
== ; 

2

2

2

1

2a

a

d

a
45cos o ==

⋅
== ; 

1
45cos

45sen
45tg

o

o
o == . 

3) Calcular o30sen , o30cos , o30tg , o60sen , o60cos  e o60tg . 

Seja ABC um triângulo eqüilátero, cujo lado mede a unidades de 

comprimento. Cada um de seus ângulos internos tem medida o60  
(Figura 11). 
Do triângulo retângulo AHC, tem-se: 

a
2

3
h

4

a3

4

a
a

2

a
ahah

2

a 22
2

2
2222

2

⋅=∴
⋅

=−=�
�

�
�
�

�
−=�=+�

�

�
�
�

�
. 

Assim, desse mesmo triângulo, conclui-se que: 

2

3

a

a
2

3

a

h
60sen o =

⋅
== ; 

2

1

a
2

a

60cos o == ; 



 20

3

2

1
2

3

60cos

60sen
60tg

o

o
o === . 

 
FIGURA 11 

Uma vez que ooo 906030 =+ , segue-se que: 

2

3
60sen30cos oo == ; 

2

1
60cos30sen oo == ; 

3

3

3

1

2

3

2

1

30cos

30sen
30tg

o

o
o ==== . 



2 ARCOS E ÂNGULOS 

Arco de circunferência. É cada uma das partes em que uma circun-
ferência fica dividida por dois de seus pontos (Figura 1). 

 
FIGURA 1 

Observação: se A ≡ B, esses pontos determinam dois arcos: um arco 
nulo e um arco de uma volta. 

Medida de um arco AB é o número real a, não negativo (ou seja, 
maior ou igual a zero), razão entre o arco e um arco unitário u, não 
nulo e de mesmo raio. 
Em notação matemática, se escreve: 

( )
( )uarco

ABarco
a = .  

 
FIGURA 2 
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A medida do comprimento do arco AB pode ser feita utilizando-se 
qualquer unidade para medir seu raio, como o metro, o centímetro 
etc. As unidades de medida mais usuais de arcos de circunferência 
são o grau e o radiano. 

Grau: o arco de um grau (10) corresponde a 
360

1
 da circunferência 

na qual está contido o arco a ser medido (Figura 2). Logo, a circun-
ferência tem 3600. 
Uma pergunta que se pode fazer é: “por quê dividir a circunferência 

em 360 partes iguais?”. A História da Matemática responde a essa 
questão. As referências voltam-se aos babilônios, povo que viveu 
entre 4000 a.C. e 3000 a.C. e que, por motivos práticos, criaram um 
sistema de numeração sexagesimal (base 60). O número 60 possui 
uma grande quantidade de divisores distintos, a saber: 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, razão forte pela qual este número tenha si-
do adotado. Além disso, dividir um círculo em 6 partes iguais era 
algo muito simples para os especialistas daquela época, sendo possí-
vel que se tenha usado o número 60 para representar 1/6 do total que 
passou a ser 360. 
Outro fato que pode ter influenciado na escolha do número 360 é, 
naquela época, estimava-se que o movimento de translação da Terra 
em volta do Sol se realizava em um período de aproximadamente 
360 dias. Hiparco (no século II a.C.) mediu a duração do ano com 
grande exatidão ao obter 365,2467 dias (valor atualmente estimado 
em 365,2222 dias). 
É bem provável que o sistema sexagesimal tenha influenciado a es-
colha da divisão do círculo em 360 partes iguais, assim como a divi-
são de cada uma dessas partes em 60 partes menores e, também, na 
divisão de cada uma dessas subpartes em 60 partes menores (os ba-
bilônios usualmente trabalhavam com frações cujos denominadores 
eram potências de 60).  
Das expressões 

primeiras menores partes → partes minutae primae 

segundas menores partes → partes minutae secundae 

surgiram, aparentemente, as palavras minuto e segundo. Assim, usa-
se a unidade de medida de ângulo com graus, minutos e segundos. 
A unidade de medida de ângulo do Sistema Internacional é o radia-

no, unidade alternativa criada pelo matemático Thomas Muir e pelo 
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físico James T. Thomson, de forma independente. Na verdade, o 
termo radian apareceu pela primeira vez num trabalho de Thomson, 
em 1873. Até o final do século XIX, eram poucos os que usavam es-
sa nomenclatura. Outros termos para o radiano eram: Pi-medida, 
circular ou medida arcual, o que mostra a forma lenta com que se 
dá a alteração de certos hábitos. 

Radiano: um radiano (1 rad) é um arco unitário cujo comprimento é 
igual ao raio da circunferência na qual está contido o arco a ser me-
dido. 
Em outras palavras, se fosse possível “esticar” o arco e medir o 
comprimento do segmento s obtido, esse comprimento seria igual ao 
raio r da circunferência (Figura 3). 

 
FIGURA 3 

Em qualquer circunferência, a razão entre seu comprimento e seu 
diâmetro é constante. Essa constante é o número irracional ππππ. 
Chamando de C o comprimento de uma circunferência e sendo d 
seu diâmetro, tem-se: 

r2dC
d

C
⋅π⋅=⋅π=�π=  

Assim, para determinar quanto vale o arco de uma volta, ou seja, um 
arco de circunferência, em radianos, procede-se da seguinte manei-
ra: 
• o arco de medida 1 rad tem comprimento r; 
• o arco de circunferência tem comprimento r2 ⋅π⋅ . 
Então, por uma simples regra de três, obtém-se: 
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r2rad

rrad1

⋅π⋅→α

→
    rad2rad

r

r2
π⋅=

⋅π⋅
=α∴  

Dessa forma, para uma circunferência qualquer, tem-se que o360  

correspondem a π⋅2  rad, ou seja, o180  correspondem a π rad. 
Portanto, a transformação da medida de um arco dada em graus para 
radianos (e vice-versa) é feita aplicando-se uma regra de três. 

Exemplos: 

1) Exprimir o30  em radianos. 
Faz-se a seguinte regra de três: 

 
radx30

rad180

o

o

→

π→
    rad

6
rad

180

30
x

0

0 π
=

π⋅
=∴  

2) Exprimir rad
180

π
 em graus. 

Tem-se: 

0

0

xrad
180

180rad

→
π

→π
    0

0

10180
180

x =
π

π
⋅

=∴  

3) Exprimir 1 rad em graus. 
Novamente, faz-se: 

0

0

xrad1

180rad

→

→π
  

π
=

π

⋅
=∴

00 1801180
x  

Neste caso, para se obter o valor do arco em graus, recorre-se ao va-
lor de π, que como se sabe, é um número irracional e vale, 
aproximadamente, 3,1416. Então, vem: 

1416,3

180180
x

00

≅
π

=  

Para se efetuar essa divisão, é preciso lembrar que 10 tem 60’ (ses-
senta minutos) e 1’ tem 60” (sessenta segundos). Assim, faz-se: 
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 18000000 31416 
2292000 

092880 

x 60’ 

557280’ 
243120’ 

23208’ 
x 60” 

1392480” 

57017’44” 

 

Ângulo central. Um ângulo central é aquele que possui o vértice no 
centro de uma circunferência (Figura 4). 

 
FIGURA 4 

A Figura 4 mostra o ângulo central θθθθ, ou seja, AÔB, que determina 
na circunferência o arco AB. 
A medida do ângulo θθθθ é igual à medida do arco AB que ele determi-
na sobre a circunferência com centro no vértice. 

Observações: 

1) Como se viu, a medida de um ângulo θθθθ é igual à medida do arco 
AB que ele determina sobre a circunferência com centro no vértice. 
Assim, se a unidade de medida for o grau e o arco AB medir, por 

exemplo, o60 , então o ângulo θθθθ também medirá o60 . Se a unidade 

de medida for o radiano e o arco AB medir, por exemplo, rad
6

π
, en-
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tão o ângulo θθθθ também medirá rad
6

π
. 

2) Não se deve confundir medida de um arco com medida do com-
primento desse arco. Por exemplo, na Figura 5, os arcos AB e CD 
têm a mesma medida θθθθ, mas não têm o mesmo comprimento. 

 
FIGURA 5 

 
FIGURA 6 

3) Chamando de s o comprimento de um arco e de θθθθ a sua medida 
em radianos, sendo r a medida do raio da circunferência, tem-se a 
seguinte correspondência: 

comprimento do arco r2 ⋅π⋅  → medida do ângulo central π⋅2  

comprimento do arco s         → medida do ângulo central θ  
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θ⋅=
π⋅

θ⋅⋅π⋅
=∴ r

2

r2
s  

Na Figura 6 tem-se o arco de medida θθθθ e comprimento s. Tem-se: 

θ⋅= rs , ou 
r

s
=θ . 

Exemplos: 

1) Em uma circunferência que tem 28 cm de diâmetro, um arco tem 
12 cm de comprimento (Figura 7). Qual é a medida, em radianos, do 
ângulo central correspondente? 
Tem-se: o raio da circunferência mede 14 cm. Então: 

rad
7

6

cm14

cm12
==θ . 

 
FIGURA 7 

2) Determinar quanto vale o raio de uma circunferência, sabendo 
que um arco que mede 10 cm de comprimento corresponde a um 

ângulo central de rad
6

5
. 

Têm-se: rad
6

5
=θ  e s = 10 cm. Então: 

cm12r12

6

5

10s
rrs =∴==

θ
=�θ⋅= . 
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Arco orientado. É um arco de circunferência sobre o qual se adota 
um sentido (Figura 8). O sentido que se considera positivo é o anti-
horário. 

Medida algébrica do arco orientado é a medida do arco geométrico 
AB multiplicada por +1 ou por –1, conforme o sentido seja positivo 
ou negativo.  

Notação: 
∩

AB  
Nas Figuras 8 e 9 têm-se, respectivamente: 

• 
∩

AB = + medida do arco AB; 

• 
∩

BA = - medida do arco AB 

 
FIGURA 8 

 
FIGURA 9 



 29

Arco trigonométrico. Se tem-se um arco 
∩

AB  cuja medida, em radi-
anos, no sentido positivo, é 0a , sendo π⋅<≤ 2a0 0 , o arco trigo-

nométrico AB é o conjunto dos números da forma: π⋅⋅+= k2aa 0  

( )Ζ∈k . 

Observa-se, assim, que, para cada valor de k, a assume um valor 
numérico diferente, que recebe a denominação de determinação po-

sitiva ou determinação negativa, conforme k seja positivo ou nega-
tivo, como descrito a seguir: 
• k = 0 � a = a0            � 1a determinação positiva do arco AB 
• k = 1 � a = a0 + 2. π � 2a determinação positiva do arco AB 
• k = 2 � a = a0 + 4. π � 3a determinação positiva do arco AB 
................................................................................................... 
• k = -1 � a = a0 - 2. π � 1a determinação negativa do arco AB 
• k = -2 � a = a0 - 4. π � 2a determinação negativa do arco AB 
................................................................................................... 

Exemplos: 

1) Determinar a 1a determinação positiva dos arcos seguintes. 

(a) 
3

8
a

π⋅
=  

Efetuando-se a divisão de 8 por 3, vem: 
3

2
2

3

8
+= . Assim, tem-se: 

π⋅+π⋅=π⋅�
�

�
�
�

�
+=

3

2
2

3

2
2a . 

Logo, a 1a determinação positiva do arco dado é 
3

2
a0

π⋅
= . 

(b) 
11

125
a

π⋅
=  

Efetuando-se a divisão de 125 por 11, obtém-se: 
11

4
11

11

125
+= . En-

tão: 

π⋅+π⋅=

=π⋅+π+π⋅=π⋅+π⋅=π⋅�
�

�
�
�

�
+=π⋅

11

15
10

11

4
10

11

4
11

11

4
11

11

125
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Assim, a 1a determinação positiva do arco dado é 
11

15
a0

π⋅
= . 

(c) o1125a =  

Nesse caso, tem-se: ooo 4536031125 +⋅= . Portanto, o
0 45a = . 

(d) 
6

19
a

π⋅
−=  

Pode-se escrever: 
6

1
3

6

19
+= . Portanto, tem-se: 

�
�

�
�
�

�
π⋅+π⋅−=

=�
�

�
�
�

�
π⋅+π+π⋅−=�

�

�
�
�

�
π⋅+π⋅−=π⋅�

�

�
�
�

�
+−=

π⋅
−

6

7
2

6

1
2

6

1
3

6

1
3

6

19

 

Isso significa que o arco tem orientação negativa, correspondendo a 

um arco de circunferência + um arco de medida π⋅
6

7
, no sentido 

negativo. Assim, para se determinar a 1a determinação positiva, sub-
trai-se esse arco de 2.π, que é a medida do arco de circunferência. 

6

5

6

7
2a0

π⋅
=

π⋅
−π⋅=∴ . 

Arcos côngruos. Dois arcos são côngruos se suas medidas apresen-

tam diferença múltipla de π⋅2  (ou o360 ). 
É claro que dois arcos côngruos têm a mesma origem e a mesma ex-
tremidade. 

Exemplos: 

1) o25  e o745  � oooo 360272025745 ⋅==−  

2) 
6

π
 e 

6

35 π⋅
− : 

�
�
	

��



�

π⋅⋅−=π⋅−=
π⋅

−=
π

−
π⋅

−

π⋅⋅=π⋅=
π⋅

=
π⋅

+
π

=�
�

�
�
�

� π⋅
−−

π

236
6

36

66

35

236
6

36

6

35

66

35

6
 



3 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 

Ciclo trigonométrico. É uma circunferência orientada de raio unitá-
rio, na qual se fixa um ponto A para origem de todos os arcos. 
Estabelecendo um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais 
com origem no centro do ciclo trigonométrico, este fica dividido em 
quatro regiões, chamadas quadrantes, pelos pontos ( )0,1A , ( )1,0B , 

( )0,1A −′  e ( )1,0B −′ . Ao ciclo trigonométrico são associados quatro 

eixos para o estudo das funções trigonométricas, conforme mostra a 
Figura 1. 

 
FIGURA 1 

As secantes e as cossecantes são estudadas, respectivamente, nos ei-
xos dos cossenos e dos senos, conforme se verá adiante. 

3.1 Função Seno 

Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM  

de medida x, o qual determina o segmento orientado OM , a proje-

ção deste segmento sobre o eixo dos senos é o segmento orientado 

1OM . Por definição, tem-se que 1OMAMsen =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, 
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1OMsenx = (Figura 2). 

Observe que, dado um número real x qualquer, sempre se pode as-

sociar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, pode-se asso-

ciar um único número real 1OMy = . Tem-se, assim, uma função, 

chamada função seno, isto é: 

(x)seny x   

R  R:f

=

→

�
. 

 
FIGURA 2 

Por sua definição, fica claro que o valor do seno de um arco nunca 
será maior do que 1 e nunca será menor do que –1, já que o ciclo tri-
gonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que têm a 
mesma extremidade possuem senos iguais. Assim, a cada volta 
completa no ciclo trigonométrico, os valores do seno começam a se 
repetir. Diz-se, então, que a função é periódica, de período π⋅2 , que 
é a medida de um arco de circunferência. 
Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: ( ) ( )xsenxf −=− . Vê-se, 

no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 3, que 1OMsenx =  e 

que ( ) 12 OMOMxsen −==− . 

Conclui-se, assim, que ( )xsensenx −−= . 

Logo, ( ) ( )xfxf −=− , ou seja, f  é uma função ímpar e, portanto, 
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seu gráfico apresenta simetria em relação à origem do plano cartesi-
ano. 

 
FIGURA 3 

Sinal: pela definição da função seno, esta é positiva no 1o e 2o qua-
drantes e negativa no 3o e 4o quadrantes. 
Gráfico: em geral, estuda-se a função seno para arcos no intervalo 
[ ]π⋅2,0 , já que, conforme dito anteriormente, a função é periódica 

de período π⋅2 , o que significa que seu gráfico se repete a cada in-
tervalo de amplitude π⋅2  radianos. Assim, toma-se, inicialmente, 

M ≡ A; depois, o ponto M se movimenta sobre o ciclo trigonométri-
co no sentido anti-horário (positivo), até completar uma volta. Ana-

lisando o que ocorre com o segmento 1OM  e considerando os cha-

mados arcos notáveis, tem-se a seguinte tabela: 
 

x 0 
2

π
 π  

2

3π
 π⋅2  

y 0 1 0 -1 0 

O gráfico de f  é mostrado na Figura 4. 
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FIGURA 4 

 
FIGURA 5 

Observação: pode surgir, aqui, a seguinte pergunta: e se fosse defi-
nido um ciclo trigonométrico diferente, com raio 4, por exemplo? O 

seno assumiria o valor 4 em 
2

π
 e o valor -4 em 

2

3 π⋅
 e estaria, por-

tanto, variando de -4 a 4? Bem, se o seno for tomado como sendo a 

medida do segmento de reta 1OM , como na Figura 2, esquecendo 

toda uma trajetória anterior, estaria correto. Estaria correto, mas não 
seria o seno que classicamente se conhece, pois, quando se iniciou o 
estudo da trigonometria, o seno foi definido como sendo a razão en-
tre a medida do cateto oposto ao ângulo e a medida da hipotenusa 
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num determinado triângulo retângulo. Sabe-se que uma circunferên-
cia tem 360º, isto é, se se fizer, por exemplo, um ângulo αααα variar de 
0o a 360º ter-se-á uma “volta” (circunferência) completa e, conse-
qüentemente, nessa circunferência, sempre se poderá, a partir do ân-
gulo αααα, “recuperar” um triângulo retângulo (Figura 5). 
Tomando-se um raio qualquer para essa circunferência (por exem-
plo, r = 4), ter-se-á a hipotenusa do triângulo OM2M (retângulo em 
M2) com medida 4 unidades e, assim, o seno do ângulo αααα será 

4

MM 2 . Por outro lado, tomando-se o raio da circunferência igual a 

1 (ou seja, o ciclo trigonométrico como definido), a hipotenusa do 

triângulo terá medida 1 e o valor do seno será MM 2 , que é igual à 

medida do segmento 1OM , e que é exatamente a ordenada do ponto 

M. Assim, a ordenada do ponto M só representará o valor do seno de 
αααα se a circunferência for o ciclo trigonométrico (ou seja, se o raio da 
circunferência for igual a 1). Note-se, porém, que, independente-
mente da medida do raio, o ângulo αααα não se altera e, portanto, em 
qualquer circunferência, o seno de αααα será o mesmo. Exatamente por 

isso, o seno de 
2

π
 nunca será maior que 1 (mesmo que a circunfe-

rência tenha raio maior que 1). 

Exemplos: 

1) Estudar a função ( ) senx2xfy +== , para 0 � x � π⋅2 . 

É útil construir uma tabela, onde se atribuem os valores para x, ob-
tendo-se os de senx e de y = 2 + senx, mostrada abaixo. 
 

x senx y = 2 + senx 
0 0 2 

2

π
 1 3 

π 0 2 

2

3 π⋅
 -1 1 

π⋅2  0 2 
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A Figura 6 mostra os gráficos das funções senxy =  e senx2y += , 

para efeito de comparação. 

 
FIGURA 6 

Tem-se: 
Domínio: ( ) RfD = . 

Paridade: ( ) ( ) senx2xsen2xf −=−+=− . Vê-se, assim, que 

( ) ( )xfxf ≠−  e ( ) ( )xfxf −≠− , ou seja, a função não é par, nem ím-

par. 

 
FIGURA 7 
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Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]3,1fIm = . Isso significa que os valores da função dada 

foram transladados de 2 unidades, na direção positiva do eixo Oy, 
em relação à função senxy = . 

Período: não sofreu alteração, ou seja, é igual a π⋅2 . 

2) Estudar a função ( ) senx3xfy ⋅== , para 0 � x � π⋅2 . 

Assim como se fez no exemplo anterior, constrói-se uma tabela, a-
tribuindo-se valores convenientes para a variável x e obtendo-se, em 
correspondência, os valores de senx e de senx3 ⋅ , como se vê na ta-
bela seguinte. 

x senx senx3y ⋅=  

0 0 0 

2

π
 1 3 

π 0 0 

2

3 π⋅
 -1 -3 

π⋅2  0 0 

Tem-se, assim, o gráfico da Figura 7. 
Pode-se observar que: 
Domínio: ( ) RfD = . 

Paridade: ( ) ( ) ( )xfsenx3xsen3xf −=⋅−=−⋅=− . Portanto, a função 

é ímpar. 
Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]3,3fIm −= . Isso significa que os valores da função dada 

foram multiplicados por 3 unidades, considerando-se os valores da 
função senxy = . 

Período: não sofreu alteração, ou seja, é igual a π⋅2 . 

3) Estudar a função ( ) ( )x2senxfy ⋅== , para 0 � x � π⋅2 . 

No caso desta função, é útil construir-se uma tabela atribuindo, pri-
meiramente, valores para o arco ( )x2 ⋅ , do qual se calculará o seno, 

e depois, a partir deles, obterem-se os valores de x e de 
( )x2seny ⋅= , os quais serão utilizados para construir o gráfico da 

função dada, como se segue: 
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x2 ⋅  x ( )x2seny ⋅=  

0 0 0 

2

π
 

4

π
 1 

π 
2

π
 0 

2

3 π⋅
 

4

3 π⋅
 -1 

π⋅2  π 0 

Localizando, no plano cartesiano Oxy os valores de x e de y que 
constam da tabela acima, tem-se o gráfico de f , mostrado na Figura 
8. 

 
FIGURA 8 

No caso dessa função, tem-se: 
Domínio: ( ) RfD = . 

Paridade: ( ) ( ) ( ) ( )xfx2senx2senxf −=⋅−=⋅−=− . Portanto, a fun-

ção é ímpar. 
Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]1,1fIm −= , ou seja, não sofreu alteração em relação à 

imagem da função senxy = . 

Período: o gráfico da função dada mostrado na Figura 8 torna evi-
dente que o período se alterou. Pode-se observar que há uma repeti-
ção da curva depois do intervalo [ ]π,0 , o que indica que o período 
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da função é π. Isso ocorreu porque o arco x foi multiplicado por 2. 
De modo genérico, o período da função ( ) ( )xasenxfy ⋅==  é: 

a

2
p

π⋅
= , onde a � 0. No caso da função deste exemplo, tem-se: 

π=
π⋅

=
2

2
p . 

4) Estudar a função �
�

�
�
�

� π
−==

4
xsen)x(fy . 

Também aqui se constrói uma tabela atribuindo, primeiramente, va-

lores para o arco �
�

�
�
�

� π
−

4
x , do qual se calculará o seno, e depois, a 

partir deles, obtêm-se os valores de x e de �
�

�
�
�

� π
−=

4
xseny : 

 

�
�

�
�
�

� π
−

4
x  x �

�

�
�
�

� π
−=

4
xseny  

0 
4

π
 0 

2

π
 

4

3 π⋅
 1 

π 
4

5 π⋅
 0 

2

3 π⋅
 

4

7 π⋅
 -1 

π⋅2  
4

9 π⋅
 0 

Localizando, no plano cartesiano Oxy os valores de x e de y que 
constam da tabela acima, tem-se o gráfico de f , apresentado na Fi-
gura 9. 
Tem-se, agora: 
Domínio: ( ) RfD = . 
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FIGURA 9 

Paridade: �
�

�
�
�

� π
−−=−

4
xsen)x(f . Portanto, a função não é par, nem 

ímpar uma vez que ( ) ( )xfxf ≠−  e ( ) ( )xfxf −≠− . 

Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]1,1fIm −= , ou seja, não sofreu alteração em relação à 

imagem da função senxy = . 

Período: pelo gráfico da função dada mostrado na Figura 9 nota-se 
que o período não se alterou. O que houve é que o gráfico da função 

está transladado de 
4

π
 unidades, no sentido positivo do eixo Ox, em 

relação à função y = senx. Isso ocorreu porque se subtraíram 
�

π
 u-

nidades ao arco x. Para ver que o período continua sendo igual a 
π⋅2 , pode-se fazer: 

π⋅=
π

−
π⋅

= 2
44

9
p , 

isto é, considerou-se o valor final atribuído à variável x, menos o va-
lor inicial. 
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3.2 Função cosseno 

Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM  

de medida x, o qual determina o segmento orientado OM , a proje-

ção deste segmento sobre o eixo dos cossenos, é o segmento orien-

tado 1OM . Por definição, tem-se que 1OMAMcos =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, 

1OMxcos = (Figura 10). 

 
FIGURA 10 

Observe que, dado um número real x qualquer, sempre se pode as-

sociar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, pode-se asso-

ciar um único número real 1OMy = . Tem-se, assim, uma função, 

chamada função cosseno, isto é: 

(x)cosy  x   

R  R:f

=

→

�
. 

Assim como ocorre com a função seno, o valor do cosseno de um 
arco estará sempre entre -1 e 1, já que o ciclo trigonométrico tem 
raio 1. Da mesma forma, arcos que têm a mesma extremidade pos-
suem cossenos iguais. Assim, a cada volta completa no ciclo trigo-
nométrico, os valores do cosseno começam a se repetir. Conclui-se, 
então, que a função é periódica, de período π⋅2 . 
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Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: ( ) ( )xcosxf −=− . Vê-se, 

no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 11, que 1OMxcos =  

e que ( ) 1OMxcos =− ; logo, ( )xcosxcos −= . 

Logo, ( ) ( )xfxf =− , ou seja, f  é uma função par e, portanto, seu 

gráfico apresenta simetria em relação ao eixo Oy do plano cartesia-
no. 

 
FIGURA 11 

Sinal: pela definição da função cosseno, esta é positiva no 1o e 4o 
quadrantes e negativa no 2o e 3o quadrantes. 
Gráfico: em geral, estuda-se a função cosseno para arcos no interva-
lo [ ]π⋅2,0 , já que a função é periódica de período π⋅2 , o que signi-

fica que seu gráfico se repete a cada intervalo de amplitude π⋅2  ra-
dianos. Assim, toma-se, inicialmente, M ≡ A; depois, o ponto M se 
movimenta sobre o ciclo trigonométrico no sentido anti-horário (po-
sitivo), até completar uma volta. Analisando o que ocorre com o 

segmento 1OM  e considerando os arcos notáveis, tem-se: 

 

x 0 
2

π
 π  

2

3π
 π⋅2  

y 1 0 -1 0 1 
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A Figura 12 apresenta o gráfico de f . 

 
FIGURA 12 

Analisando-se o gráfico, observa-se que o conjunto imagem da fun-
ção cosseno é ( ) [ ]1,1fIm −= , isto é, -1 ≤ cosx ≤ 1, para todo núme-

ro real x. Além disso, vê-se que a função é decrescente no 1o e 2o 
quadrantes e crescente no 3o e 4o quadrantes. 

Exemplos: 

1) Estudar a função ( ) xcos1xfy +−== , para 0 � x � π⋅2 . 

Constrói-se uma tabela, onde se atribuem os valores para x, obten-
do-se os de cosx e de xcos1y +−= , como se segue: 

 

x cosx xcos1y +−=  

0 1 0 

2

π
 0 -1 

π -1 -2 

2

3 π⋅
 0 -1 

2.π 1 0 

A Figura 13 mostra os gráficos das funções xcosy =  e 

xcos1y +−= . 

Tem-se: 
Domínio: ( ) RfD = . 
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FIGURA 13 

Paridade: ( ) ( ) xcos1xcos1xf +−=−+−=− . Assim, tem-se que 

( ) ( )xfxf ≠−  e ( ) ( )xfxf −≠− , ou seja, a função não é par, nem ím-

par. 
Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]0,2fIm −= . Isso significa que os valores da função dada 

foram transladados de 1 unidade, na direção negativa do eixo Oy, 
em relação à função xcosy = . 

Período: não sofreu alteração, ou seja, é igual a π⋅2 . 

2) Estudar a função ( ) �
�

�
�
�

� π
+==

3
xcosxfy . 

Constrói-se uma tabela atribuindo, primeiramente, valores para o ar-

co �
�

�
�
�

� π
+

3
x  para, a partir deles, obterem-se os valores de x e de 

�
�

�
�
�

� π
+=

3
xcosy . Em seguida, localizam-se, no plano cartesiano 

Oxy, os valores de x e de y que constam da tabela e obtém-se o grá-
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fico de f  (Figura 14). 
 

�
�

�
�
�

� π
+

3
x  x �

�

�
�
�

� π
+=

3
xcosy  

0 
3

π
−  1 

2

π
 

6

π
 0 

π 
3

2 π⋅
 -1 

2

3 π⋅
 

6

7 π⋅
 0 

2.π 
3

5 π⋅
 1 

 
FIGURA 14 

Tem-se: 
Domínio: ( ) RfD = . 

Paridade: ( ) �
�

�
�
�

� π
+−=−

3
xcosxf . Portanto, ( ) ( )xfxf ≠−  e 

( ) ( )xfxf −≠− , ou seja, a função não é par, nem ímpar. 

Imagem: pelo gráfico, observa-se que o conjunto imagem da função 
dada é ( ) [ ]1,1fIm −= , ou seja, não sofreu alteração em relação à 

imagem da função xcosy = . 

Período: observando o gráfico da Figura 14, nota-se que o período 
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não se alterou. Houve apenas uma translação do gráfico da função 

de 
3

π
 unidades, no sentido negativo do eixo Ox, em relação à fun-

ção xcosy = , porque se somaram 
3

π
 unidades ao arco x. Para ver 

que o período continua sendo igual a π⋅2 , pode-se fazer: 

π⋅=
π

+
π⋅

=�
�

�
�
�

� π
−−

π⋅
= 2

33

5

33

5
p , 

isto é, considerou-se o valor final atribuído à variável x menos o va-
lor inicial. 

3) Estudar a função ( ) �
�

�
�
�

�
−⋅−==

3

x
cos21xfy . 

Uma vez que a função cosseno é par, tem-se que 

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
−

3

x
cos

3

x
cos . Assim, estudar-se-á a função 

�
�

�
�
�

�
⋅−=

3

x
cos21y , construindo-se uma tabela onde se atribuem valo-

res para o arco �
�

�
�
�

�

3

x
 para, a partir deles, obterem-se os valores de x 

e de y, conforme mostra a tabela: 
 

3

x
 x �

�

�
�
�

�
⋅−=

3

x
cos21y  

0 0 -1 

�

π
 

2

3 π⋅
 1 

π π⋅�  3 

2

3 π⋅
 

2

9 π⋅
 1 

π⋅2  π⋅6  -1 

Localizando, no plano cartesiano Oxy, os valores de x e de y que 
constam da tabela acima, tem-se o gráfico de f , apresentado na Fi-
gura 15. 
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FIGURA 15 

Tem-se: 
Domínio: ( ) RfD = . 

Paridade: ( ) ( )xf
3

x
cos21

3

x
cos21xf =�

�

�
�
�

�
⋅−=�

�

�
�
�

�
−⋅−=− a função é 

par. 
Imagem: o conjunto imagem da função dada é ( ) [ ]3,1fIm −= , ou 

seja, foi modificado em relação à imagem da função xcosy = , já 

que, além de se somar uma unidade à função cosseno, esta ainda foi 
multiplicada por 2. Essas operações acarretam, respectivamente, 
translação e ampliação da imagem da função, como se pode consta-
tar no gráfico. 
Período: o gráfico da função dada mostrado na Figura 15 torna evi-
dente que o período se alterou, porque o arco x foi multiplicado por 

3

1
. De modo genérico, tem-se que o período da função 

( ) ( )xacosxf ⋅=  é: 
a

2
p

π⋅
= , onde a � 0. No caso da função deste 

exemplo, tem-se: π⋅=
π⋅

= 6

3

1

2
p . 
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3.3 Função Tangente 

Considere-se o ciclo trigonométrico, no qual se traçou o eixo das 

tangentes, e um arco orientado 
∩

AM , de medida x, de modo que a 
extremidade M do arco não coincida com o ponto ( )1,0B  e nem com 

o ponto ( )1,0B −′ , ou seja, a medida x do arco é tal que 

( )Ζ∈π⋅+
π

≠ kk
2

x . Este arco determina o segmento orientado 

OM ; considerando-se a reta que passa pelos pontos O e M, esta in-

tercepta o eixos das tangentes no ponto T, determinando o segmento 

orientado AT  (Figura 16). 

Por definição: ATAMtg =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, ATtgx = . 

 
FIGURA 16 

Observe que, dado um número real x ( )�
�

�
�
�

�
Ζ∈π⋅+

π
≠ kk

2
x , sem-

pre se pode associar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, 

pode-se associar um único número real ATy = . Tem-se, assim, 

uma função, chamada função tangente, isto é: 
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(x)tgy  x   

R    D:f

=

→

�
, 

onde ( )
�
�
	



�
�

Ζ∈π⋅+
π

≠∈= kk
2

x/RxD . 

Observa-se que arcos que têm a mesma extremidade possuem tan-
gentes iguais e que dois arcos cujas medidas diferem de π radianos 
(ou múltiplos de π radianos) têm a mesma tangente. Isso significa 
que a função tangente é periódica, de período π. 
Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: ( ) ( )xtgxf −=− . Vê-se, 

no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 17, que ATtgx =  e 

que ( ) ATTAxtg −=′=− ; logo, ( )xtgtgx −−= . 

Uma vez que ( ) ( )xfxf −=− , conclui-se que f  é uma função ímpar 

e, portanto, seu gráfico apresenta simetria em relação à origem do 
plano cartesiano. 

 
FIGURA 17 

Sinal: pela definição da função tangente, esta é positiva no 1o e 3o 
quadrantes e negativa no 2o e 4o quadrantes. 
Gráfico: a exemplo das demais funções trigonométricas, estuda-se, 
em geral, a função tangente para arcos no intervalo [ ]π⋅2,0 . Como a 
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função é periódica de período π, seu gráfico se repete a cada interva-
lo de amplitude π radianos. Tomando-se o ponto M sobre o ciclo 
trigonométrico, de modo que M não coincida com os pontos B e B', 
e movimentando-o no sentido anti-horário (positivo), até completar 
uma volta, tem-se a seguinte tabela: 
 

x 0 
δ−

π

2
 2

π  δ+
π

2
 

π  
δ−

π⋅

2

3

 
2

3 π⋅  δ+
π⋅

2

3

 
π⋅2  

y 0 +∞ 

não 

está 

defi-

nida 

-∞ 0 +∞ 

não 

está 

defi-

nida 

-∞ 0 

  
FIGURA 18 

Nesta tabela, δδδδ representa um infinitésimo, ou seja, δ−
π

2
, por e-

xemplo, representa um arco cuja medida é infinitamente próxima de 

�

π  radianos, mas é menor do que 
2

π . Analogamente, δ+
π

2
 represen-

ta um arco cuja medida é infinitamente próxima de 
2

π  radianos, mas 
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é maior do que 
2

π  radianos. O gráfico de f  é mostrado na Figura 

18. Por ele, vê-se que o conjunto imagem da função tangente é o 
conjunto dos números reais, isto é, ( ) RfIm = . Além disso, vê-se 

que a função é sempre crescente. 

Exemplo: estudar a função ( ) ( )x2tgxfy ⋅== . 

O procedimento é análogo ao já adotado para as funções seno e cos-
seno. Entretanto, para que seja possível calcular a tangente do arco 

( )x2 ⋅ , é necessário que esse arco seja diferente de ( )Ζ∈π⋅+
π

kk
2

. 

Assim, tem-se: 

( ) ( )Ζ∈
π

⋅+
π

≠
Ζ∈π⋅+
π

≠⋅ k
2

k
4

xkk
2

x2 . 

Então: ( ) ( )
�
�
	



�
�

Ζ∈
π

⋅+
π

≠∈= k
2

k
4

x/RxfD . Assim, atribuem-se 

valores para o arco ( )x2 ⋅ , obtendo-se, em seguida, valores para x, 

como se segue. 
 

( )x2 ⋅  x ( )x2tgy ⋅=  

0 0 0 

δ−
π

2
 

24

δ
−

π
 +∞ 

2

π
 

4

π
 não está definida 

δ+
π

2
 

24

δ
+

π
 -∞ 

π 
2

π
 0 

δ−
π⋅

2

3
 

24

3 δ
−

π⋅
 +∞ 

2

3 π⋅
 

4

3 π⋅
 não está definida 

δ+
π⋅

2

3
 

24

3 δ
+

π⋅
 -∞ 

π⋅2  π 0 
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Tem-se, assim o gráfico da Figura 19, a partir do qual, têm-se as 
conclusões para a função. 

 
FIGURA 19 

Paridade: ( ) ( )( ) ( ) ( )xfx2tgx2tgxf −=⋅−=−⋅=− , ou seja, a função 

é ímpar. 
Imagem: a exemplo da função tgxy = , tem-se ( ) RfIm = . 

Período: o gráfico da função dada mostrado na Figura 19 mostra que 
o período se alterou, porque o arco x foi multiplicado por 2. De mo-
do genérico, tem-se que o período da função ( ) ( )xatgxf ⋅=  é: 

a
p

π
= , onde a � 0. No caso da função deste exemplo, tem-se: 

2
p

π
= . 

3.4 Cotangente 

Considere-se, no ciclo trigonométrico, o eixo das cotangentes e um 

arco orientado 
∩

AM , de medida x, de modo que a extremidade M do 
arco não coincida com o ponto ( )0,1A  e nem com o ponto ( )0,1A −′ , 

ou seja, a medida x do arco é tal que ( )Ζ∈π⋅≠ kkx . Este arco de-
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termina o segmento orientado OM ; tomando-se a reta que passa 

pelos pontos O e M, esta intercepta o eixos das cotangentes no pon-

to C, determinando o segmento orientado BC (Figura 20). 

Por definição: BCAMgcot =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, BCgxcot = . 

 
FIGURA 20 

Observe que, dado um número real x ( )( )Ζ∈π⋅≠ kkx , sempre se 

pode associar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, pode-

se associar um único número real BCy = . Tem-se, assim, uma fun-

ção, chamada função cotangente, isto é: 

(x)gcoty  x   

R    D:f

=

→

�
, 

onde { }Ζ∈π⋅≠∈= k,kx;RxD . 

Assim como ocorre com a função tangente, arcos que têm a mesma 
extremidade possuem cotangentes iguais e dois arcos cujas medidas 
diferem de π radianos (ou múltiplos de π radianos) têm a mesma co-
tangente. Isso significa que a função cotangente é periódica, de perí-
odo π. 
Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: ( ) ( )xgcotxf −=− . Vê-
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se, no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 21, que 

BCgxcot =  e que ( ) BCCBxgcot −=′=− , e, portanto, 

( )xgcotgxcot −−= . Logo, ( ) ( )xfxf −=− , ou seja, f  é uma função 

ímpar e, portanto, seu gráfico apresenta simetria em relação à ori-
gem do plano cartesiano. 

 
FIGURA 21 

Sinal: pela definição da função cotangente, esta é positiva no 1o e 3o 
quadrantes e negativa no 2o e 4o quadrantes. 
Gráfico: assim como nas demais funções trigonométricas, estuda-se, 
em geral, a função cotangente para arcos no intervalo [ ]π⋅2,0 . Co-

mo a função é periódica de período π, seu gráfico se repete a cada 
intervalo de amplitude π radianos. Tomando-se, sobre o ciclo trigo-
nométrico, o ponto M, não coincidente com os pontos A e A', e mo-
vimentando-o no sentido anti-horário (positivo), até completar uma 
volta, tem-se a seguinte tabela: 
 

x 0 
δ+0

 
2

π
 

δ−π
 

π  
δ+π

 2

3π
 

δ−π2
 

π⋅2  

y 

não 
está 
defi-
nida 

+∞ 0 -∞ 

não 
está 
defi-
nida 

+∞ 0 -∞ 

não 
está 
defi-
nida 
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Nesta tabela, δδδδ representa um infinitésimo, ou seja, 0 + δδδδ, por exem-
plo, representa um arco cuja medida é infinitamente próxima de 0 
radiano, mas é maior o do que 0. Analogamente, δ−π  representa 
um arco cuja medida é infinitamente próxima de π  radianos, mas é 
menor do que π  radianos. O gráfico de f  é mostrado na Figura 22. 

 
FIGURA 22 

Analisando-se o gráfico, observa-se que o conjunto imagem da fun-
ção cotangente é o conjunto dos números reais, isto é, ( ) RfIm = . 

Além disso, vê-se que a função é sempre decrescente. 

Exemplo: estudar a função �
�

�
�
�

� π
−==

6
xgcot)x(fy . 

Observe que para que seja possível calcular a cotangente do arco 

6
x

π
− , é necessário que esse arco seja diferente de ( )Ζ∈π⋅ kk , ou 

seja: 

( ) ( )Ζ∈π⋅+
π

≠
Ζ∈π⋅≠
π

− kk
6

xkk
6

x . 

Então: ( ) ( )
�
�
	



�
�

Ζ∈π⋅+
π

≠∈= kk
6

x/RxfD . Atribuindo-se valores 
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convenientes ao arco 
6

x
π

− , obtêm-se valores para o arco x, como 

mostra a tabela que se segue, e, em seguida, o gráfico apresentado 
na Figura 23. 
 

6
x

π
−  x �

�

�
�
�

� π
−=

6
xgcoty  

0 
6

π
 não está definida 

δ+0  δ+
π

6
 +∞ 

2

π
 

3

π
 0 

δ−π  
24

δ
+

π
 -∞ 

π 
2

π
 não está definida 

δ+π  
24

3 δ
−

π⋅
 +∞ 

2

3 π⋅
 

4

3 π⋅
 0 

δ−π⋅2  
24

3 δ
+

π⋅
 -∞ 

π⋅2  π não está definida 

Conclusões: 

Paridade: ( ) ( ) �
�

�
�
�

� π
−−=�

�

�
�
�

� π
−−=−

6
xgcot

6
xgcotxf . Portanto, a 

função não é par, nem é ímpar, pois ( ) ( )xfxf ≠−  e ( ) ( )xfxf −≠− . 

Imagem: ( ) RfIm = . 

Período: vê-se claramente que o gráfico se repete a cada intervalo de 
amplitude π radianos. A primeira curva foi obtida para valores de x 

entre 
6

π
 e 

6

7 π⋅
 radianos. Então: 
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π=
π

−
π⋅

=
66

7
p . 

 
FIGURA 23 

De modo análogo, vê-se que a segunda curva mostrada na Figura 23 

foi obtida para valores de x entre 
6

7 π⋅
 e 

6

13 π⋅
 radianos e tem-se: 

π=
π⋅

−
π⋅

=
6

7

6

13
p . 

3.5 Função Secante 

Tomando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM  de 
medida x, de modo que a extremidade M do arco não coincida com 
o ponto ( )1,0B  e nem com o ponto ( )1,0B −′ , ou seja, a medida x do 

arco é tal que ( )Ζ∈π⋅+
π

≠ kk
2

x , este arco determina o segmento 

orientado OM . A reta que tangencia o ciclo trigonométrico no pon-

to M intercepta o eixo dos cossenos no ponto S, determinando o 

segmento orientado OS  (Figura 24).  
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FIGURA 24 

Por definição: OSAMsec =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, OSxsec = . 

Observe que, dado um número real x ( )�
�

�
�
�

�
Ζ∈π⋅+

π
≠ kk

2
x , sem-

pre se pode associar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, 

pode-se associar um único número real OSy = . Tem-se, assim, uma 

função, chamada função secante, isto é: 

(x)secy  x   

R    D:f

=

→

�
 , 

onde ( )
�
�
	



�
�

Ζ∈π⋅+
π

≠∈= kk
2

x/RxD . 

Por sua definição, fica claro que o valor da secante de um arco será 
sempre maior ou igual a 1 ou menor ou igual a –1, já que o ciclo tri-
gonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que têm a 
mesma extremidade possuem secantes iguais. Assim, a cada volta 
completa no ciclo trigonométrico, os valores da secante começam a 
se repetir, ou seja, a função é periódica, de período π⋅2 . 
Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: tem-se: ( ) ( )xsecxf −=− . Vê-se, na Figura 25, que 

OSxsec =  e que ( ) OSxsec =− ; logo, ( )xsecxsec −= . 
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Logo, ( ) ( )xfxf =− , ou seja, f  é uma função par e, portanto, seu 

gráfico apresenta simetria em relação ao eixo Oy. 

 
FIGURA 25 

Sinal: pela definição da função secante, esta é positiva no 1o e 4o 
quadrantes e negativa no 2o e 3o quadrantes. 
Gráfico: considerando o período de π⋅2  radianos e tomando o pon-
to M sobre o ciclo trigonométrico, não coincidente com os pontos B 
e B', e movimentando-o no sentido anti-horário (positivo), até com-
pletar uma volta, tem-se a seguinte tabela: 
 

x 0 δ−
π

2
 

2

π
 δ+

π

2
 π  δ−

π⋅

2

3  2

3 π⋅

 
δ+

π⋅

2

3  π⋅2
 

y 1 +∞ 

não 

está 

de-

fini-

da 

-∞ -1 -∞ 

não 

está 

de-

fini-

da 

+∞ 1 

Assim como nas funções tangente e cotangente, δδδδ representa um in-
finitésimo. O gráfico de f  é mostrado na Figura 26. 
Analisando-se o gráfico, observa-se que o conjunto imagem da fun-
ção secante é: 
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( ) { }1you1y;RyfIm ≥−≤∈= , isto é, ( ) ( ] [ )∞+∪−∞−= ,11,fIm  

e que a função é crescente no 1o e 2o quadrantes e decrescente no 3o 
e 4o quadrantes. 

 
FIGURA 26 

3.6 Função Cossecante 

Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM  de 
medida x, de modo que a extremidade M do arco não coincida com 
o ponto ( )0,1A  e nem com o ponto ( )0,1A −′ , ou seja, a medida x do 

arco é tal que ( )Ζ∈π⋅≠ kkx . Este arco determina o segmento o-

rientado OM ; a reta que tangencia o ciclo trigonométrico no ponto 

M intercepta o eixo dos senos no ponto C, determinando o segmento 

orientado OC  (Figura 27). 

Por definição: OCAMseccos =��
�

�
��
�

� ∩

, ou seja, OCxseccos = . 

Observe que, dado um número real x ( )( )Ζ∈π⋅≠ kkx , sempre se 

pode associar a ele um arco 
∩

AM , de medida x, e, a esse arco, pode-

se associar um único número real OCy = . Tem-se, assim, uma fun-
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ção, chamada função cossecante, isto é: 

(x)seccosy   x   

R    D:f

=

→

�
 , 

onde { }Ζ∈π⋅≠∈= k,kx;RxD . 

 
FIGURA 27 

 
FIGURA 28 

Por sua definição, fica claro que o valor da cossecante de um arco 
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será sempre maior ou igual a 1 ou menor ou igual a –1, já que o ci-
clo trigonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que 
têm a mesma extremidade possuem cossecantes iguais. Assim, a ca-
da volta completa no ciclo trigonométrico, os valores da cossecante 
começam a se repetir. Diz-se, então, que a função é periódica, de pe-
ríodo π⋅2 , que é a medida de um arco de circunferência. 
Têm-se, ainda, as seguintes informações sobre essa função: 
Paridade: a Figura 28 mostra que ( )xseccosxseccos −−= , uma vez 

que OCxseccos =  e que ( ) OCCOxseccos −=′=− . 

Logo, ( ) ( )xfxf −=− , ou seja, f  é uma função ímpar e, portanto, 

seu gráfico apresenta simetria em relação à origem do plano cartesi-
ano. 
Sinal: pela definição da função cossecante, esta é positiva no 
1o e 2o quadrantes e negativa no 3o e 4o quadrantes. 
Gráfico: como a função é periódica de período π⋅2 , seu gráfico se 
repete a cada intervalo de amplitude π⋅2  radianos. Tomando-se o 
ponto M sobre o ciclo trigonométrico, de modo que M não coincida 
com os pontos A e A', e movimentando-o no sentido anti-horário 
(positivo), até completar uma volta, tem-se a seguinte tabela: 
 

x 0 δ+0  

2

π
 δ−π  π  

δ+π
 2

3π
 

δ−π2
 

π⋅2
 

y 

não 
está 
defi-
nida 

+∞ 1 +∞ 

não 
está 
defi-
nida 

-∞ -1 -∞ 

não 
está 
defi
ni-
da 

O gráfico de f  é mostrado na Figura 29; conclui-se dele que o con-
junto imagem da função cossecante é: 

( ) { }1you1y;RyfIm ≥−≤∈= , isto é, ( ) ( ] [ )∞+∪−∞−= ,11,fIm . 

Além disso, vê-se que a função é crescente no 2o e 3o quadrantes e 
decrescente no 1o e 4o quadrantes. 
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FIGURA 29 

3.7 Exercícios 

1) Determinar o domínio das seguintes funções: 

(a) ( )x4secy ⋅=  

Para que a secante de um arco esteja definida, é preciso que este seja 

diferente de ( )Ζ∈π⋅+
π

kk
2

. Assim, deve-se ter: 

( ) ( )Ζ∈
π

⋅+
π

≠�Ζ∈π⋅+
π

≠⋅ k
4

k
8

xkk
2

x4  

Então: ( )
�
	



�
�



Ζ∈
π

⋅+
π

≠∈= k
4

k
8

x/RxD . 

(b) ( )x2gcoty ⋅=  

De modo análogo ao exercício anterior, deve-se ter: 

( ) ( )Ζ∈
π

⋅≠�Ζ∈π⋅≠⋅ k
2

kxkkx2 , 

ou seja, ( )
�
	



�
�



Ζ∈
π

⋅≠∈= k
2

kx/RxD . 
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(c) �
�

�
�
�

� π
−⋅=

4
x2seccosy . 

Tem-se: 

( )Ζ∈
π

⋅+
π

≠�π⋅+
π

≠⋅�π⋅≠
π

−⋅ k
2

k
8

xk
4

x2k
4

x2  

e portanto, ( )
�
	



�
�



Ζ∈
π

⋅+
π

≠∈= k
2

k
8

x/RxD . 

2) Determinar os valores de m que satisfaçam a igualdade: 

(a) 
m32

1m
senx

⋅−

−
=  

Lembrando que o conjunto imagem da função ( ) senxxf =  é [ ]1,1− , 

segue-se que o valor do seno de um arco é um número maior ou i-
gual a -1 e menor ou igual a 1, ou seja, 1senx1 ≤≤− , ou, ainda, 

1senx ≤ . Assim, para que a expressão dada faça sentido, deve-se 

ter: 

1
m32

1m
1 ≤

⋅−

−
≤− . 

Maneira errada de se resolver essas inequações do 1o grau: 
• multiplicar todos os membros das desigualdades por ( )m32 ⋅− , 

ou seja: 

( )

m321mm32

m321mm321
m32

1m
1

⋅−≤−≤⋅+−�

�⋅−≤−≤⋅−−�≤
⋅−

−
≤−

 ; 

• resolver separadamente as seguintes inequações: 

(1) 
2

1
m1m21mm32 ≤�≤⋅�−≤⋅+−  

(2) 
4

3
m3m4m321m ≤�≤⋅�⋅−≤− . 

Procedendo dessa forma, observa-se que se os valores de m devem 

ser, ao mesmo tempo, menores ou iguais a 
2

1
 e menores ou iguais 

4

3
, então a solução do problema dado seria: 

�
	



�
�



≤∈=
2

1
m/RmS . 

Ver-se-á, em seguida, que esta solução está incompleta, uma vez que 
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o procedimento adotado está errado. 
Maneira correta de se resolver essas inequações do 1o grau: há duas 
inequações do 1o grau para serem resolvidas: 

m32

1m
1)I(

⋅−

−
≤−  e 1

m32

1m
)II( ≤

⋅−

−
. 

Sua resolução deve ser feita como segue. 

0
m32

m21

0
m32

m321m
01

m32

1m

m32

1m
1)I(

≥
⋅−

⋅−
�

�≥
⋅−

⋅−+−
�≥+

⋅−

−
�

⋅−

−
≤−

 

É importante observar que não se trata, aqui, de resolver separada-
mente inequações com o numerador e o denominador da fração. O 
que se procuram são os valores da variável m que tornem a fração 
maior ou igual a zero. Levando-se em conta que o sinal de uma fra-
ção depende dos sinais de seu numerador e de seu denominador, é 
preciso estudar, separadamente, os sinais das funções que compõem 
a fração, para depois estudar o sinal do quociente dessas duas fun-
ções. Assim, tem-se: 
• função do numerador: m21y ⋅−= .  

Lembrando que uma função somente pode mudar de sinal quando 
seu gráfico intercepta o eixo Ox, determina-se, primeiramente, o ze-
ro dessa função, para, em seguida, determinar os sinais que ela as-
sume, como segue: 

2

1
m0m21 =�=⋅− . 

Então, a função m21y ⋅−=  pode mudar de sinal apenas no ponto 

2

1
m = . Tomando-se qualquer valor de m menor do que 

2

1
, obser-

va-se que a função tem sinal positivo. Por exemplo, para m = 0, tem-
se y = 1 > 0. Da mesma forma, tomando-se qualquer valor de m 

maior do que 
2

1
, observa-se que a função tem sinal negativo. Por 

exemplo, para m = 1, tem-se 01121y <−=⋅−= . Tem-se, assim, o 

diagrama de sinais da Figura 30 para a função m21y ⋅−= . 

 
FIGURA 30 
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• função do denominador: m32y ⋅−= . Repetindo o procedimento 

anterior, vem: 

3

2
m0m32 =�=⋅− . 

Assim, os sinais dessa função são os mostrados na Figura 31. 

 
FIGURA 31 

É preciso, agora, determinar os valores de m que tornam a fração 
maior ou igual a zero. A maneira mais prática de se fazer isso é co-
locar os dois diagramas apresentados nas Figuras 30 e 31, respeitan-
do a relação de ordem das raízes das duas funções, e “dividir” os va-
lores de m do numerador pelos do denominador em cada intervalo 
entre as raízes. Têm-se, então, os sinais da Figura 32. 

 
FIGURA 32 

Nessa figura, vê-se que: 

• tomando valores de m menores do que 
2

1
, os valores da função do 

numerador são positivos, assim como os da função do denominador. 
Assim, o quociente entre esses valores é positivo; 

• tomando valores de m entre 
2

1
 e 

3

2
, os valores da função do nu-

merador são negativos, enquanto que os valores da função do deno-
minador são positivos. Logo, o quociente entre esses valores é nega-
tivo; 

• tomando valores de m maiores do que 
3

2
, os valores das duas fun-

ções são negativos e, portanto, o quociente entre esses valores é po-
sitivo. 
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Em 
2

1
m =  a fração se anula, pois esse valor anula o numerador da 

fração. O valor 
3

2
m =  deve ser descartado, pois ele anula o deno-

minador da fração, tornando-a sem sentido. Então, os valores de m 
que tornam a fração maior ou igual a zero são aqueles que são me-

nores ou iguais a 
2

1
 ou maiores do que 

3

2
. 

Resolve-se, agora, a outra inequação: 

0
m32

3m4

0
m32

m321m
01

m32

1m
1

m32

1m
)II(

≤
⋅−

−⋅
�

�≤
⋅−

⋅+−−
�≤−

⋅−

−
�≤

⋅−

−

  

Novamente, devem ser estudados os sinais das funções que com-
põem a fração, separadamente, para depois estudar o sinal do quoci-
ente dessas duas funções. Então: 
• função do numerador: 3m4y −⋅= : 

4

3
m03m4 =�=−⋅ . 

Então, a função 3m4y −⋅=  pode mudar de sinal apenas no ponto 

4

3
m = . O estudo de sinal desta função é mostrado na Figura 33. 

 
FIGURA 33 

 
• função do denominador: m32y ⋅−= . O estudo dessa função já foi 

feito anteriormente. Assim, determinam-se, agora, os valores de m 
que tornam a fração menor ou igual a zero, levando-se em conta os 
sinais do numerador e do denominador, como mostra a Figura 34. 
Nessa figura, vê-se que: 

• tomando valores de m menores do que 
3

2
, os valores da função do 

numerador são negativos e os da função do denominador são positi-
vos. Assim, o quociente entre esses valores é negativo; 

• tomando valores de m entre 
3

2
 e 

4

3
, os valores das duas funções 
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são negativos e, portanto, o quociente entre esses valores é positivo; 

• tomando valores de m maiores do que 
4

3
, os valores da função do 

numerador são positivos e os da função do denominador são negati-
vos, ou seja, o quociente entre eles é negativo. 

 
FIGURA 34 

Em 
4

3
m =  a fração se anula, pois esse valor anula o numerador da 

fração. Novamente, descarta-se o valor 
3

2
m = , já que ele anula o 

denominador da fração. Então, os valores de m que tornam a fração 

menor ou igual a zero são aqueles que são menores do que 
3

2
 ou 

maiores ou iguais a 
4

3
. 

Depois destas duas inequações do 1o grau terem sido resolvidas se-
paradamente, é preciso observar que, para que se tenha 

1senx1 ≤≤− , ou seja, 1
m32

1m
1 ≤

⋅−

−
≤− , deve se procurar os valo-

res de m que satisfaçam as duas ao mesmo tempo. Assim, é preciso 
fazer uma interseção das soluções das duas inequações que foram 
resolvidas. A Figura 35 apresenta essas soluções e sua interseção. 

 
FIGURA 35 

Verifica-se, finalmente, que os valores de m que satisfazem as duas 
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inequações são aqueles menores ou iguais a 
2

1
 ou os que são maio-

res ou iguais a 
4

3
, ou seja, a solução procurada é: 

�
�

�
�
�

�
+∞∪�

�

�
�
�

�
∞−=

�
	



�
�



≥≤∈= ,
4

3

2

1
,

4

3
mou

2

1
m/RmS . 

Apenas a título de verificação, considere-se um valor de m que seja 

menor do que 
2

1
, por exemplo, m = 0. Tem-se: 

2

1

032

10

m32

1m
senx −=

⋅−

−
=

⋅−

−
= , 

ou seja, esse valor de m acarreta para a função seno o valor 
2

1
− , 

que é um valor possível. Tomando-se um valor de m maior do que 

4

3
, por exemplo, m = 1, vem: 

0
132

11

m32

1m
senx =

⋅−

−
=

⋅−

−
= , 

que também é um valor possível para a função seno. Por outro lado, 

tomando-se um valor entre 
2

1
 e 

4

3
, por exemplo, m = 0,6, tem-se: 

2
2,0

4,0

6,032

16,0

m32

1m
senx −=

−
=

⋅−

−
=

⋅−

−
= , 

que é um valor absurdo, pois não há nenhum arco x para o qual se 

tenha senx = -2. Para 
2

1
m = , tem-se: 

1
5,0

5,0

5,032

15,0

m32

1m
senx −=

−
=

⋅−

−
=

⋅−

−
=  

e, para 
4

3
m = , tem-se: 

1
25,0

25,0

75,032

175,0

m32

1m
senx =

−

−
=

⋅−

−
=

⋅−

−
= , 

ou seja, esses valores de m satisfazem as desigualdades 
1senx1 ≤≤− . 

Ressalte-se que, quando se resolveram as inequações 
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1
m32

1m
1 ≤

⋅−

−
≤−  da maneira errada, obteve-se a solução 

�
	



�
�



≤∈=
2

1
x/RxS . Comparando essa solução com a solução corre-

ta, observa-se que os valores de m maiores ou iguais a 
4

3
 não estão 

contemplados na solução errada. Pergunta-se: onde está o erro na 
primeira maneira de resolver? 
O erro está em multiplicar as desigualdades pela expressão 

( )m32 ⋅− , porque esta expressão poderá ser positiva ou negativa, 

dependendo dos valores de m. 
Para os valores de m para os quais a expressão ( )m32 ⋅−  é maior 

do que zero, as desigualdades 1
m32

1m
1 ≤

⋅−

−
≤−  permanecem com o 

mesmo sentido, quando multiplicadas por ( )m32 ⋅− . Entretanto, 

para os valores de m para os quais esta expressão é negativa, as de-

sigualdades 1
m32

1m
1 ≤

⋅−

−
≤−  mudam de sentido. Isso não foi leva-

do em consideração na primeira forma de fazer, que, por esse moti-
vo, não possibilitou encontrar a outra parte da solução, que são os 

valores de m maiores ou iguais a 
4

3
. Reafirma-se, então, que a pri-

meira forma que as desigualdades foram resolvidas está errada. 

(b) 
1m

2m3m
xcos

2

−

+⋅−
=  

De forma análoga à função seno, o conjunto imagem da função cos-
seno é [ ]1,1−  e, portanto, o valor do cosseno de um arco é um núme-

ro sempre maior ou igual a -1 e menor ou igual a 1, ou seja, 

1xcos1 ≤≤− , ou 1xcos ≤ . Assim, para que a expressão dada faça 

sentido, deve-se ter: 

1
1m

2m3m
1

2

≤
−

+⋅−
≤− . 

Têm-se, assim, as inequações 

1m

2m3m
1)I(

2

−

+⋅−
≤−  e 1

1m

2m3m
)II(

2

≤
−

+⋅−
, 
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que serão resolvidas separadamente. 

1m

2m3m
1)I(

2

−

+⋅−
≤− , ou seja, 1

1m

2m3m2

−≥
−

+⋅−
: 

0
1m

1m2m
0

1m

1m2m3m

01
1m

2m3m
1

1m

2m3m

22

22

≥
−

+⋅−
�≥

−

−++⋅−
�

�≥+
−

+⋅−
�−≥

−

+⋅−

. 

A inequação obtida pode ser resolvida com o procedimento utilizado 
no exercício da parte (a) ou, nesse caso específico, de uma forma 
mais simplificada, como segue: observe que o numerador da inequa-
ção pode ser fatorado na forma: 

( )22 1m1m2m −=+⋅− ; 

assim, a inequação fica: 

( )
0

1m

1m 2

≥
−

−
. 

Para m – 1 � 0, ou seja, para m � 1, pode-se dividir o numerador e 
o denominador pela expressão m – 1, obtendo-se: 

1m01m ≥�≥− . 

Portanto, os valores de m que satisfazem a inequação (I) são aqueles 
que são estritamente maiores do que 1, já que m deve ser diferente 
de 1. 
É claro que se poderia ter adotado o procedimento do exercício do 
item (a), desenvolvido a seguir. Para resolver (I), devem-se estudar 
separadamente os sinais do numerador e do denominador da fração. 
Então, vem: 

• função do numerador: 1m2my 2 +⋅−= .  

Esta função do 2o grau tem dois zeros iguais, isto é, m = 1 é uma ra-

iz dupla da equação 01m2m2 =+⋅− . Assim, o estudo de sinais da 
função é mostrado na Figura 36. 

 
FIGURA 36 

• função do denominador: 1my −= . Tem-se: 

1m01m =�=− . 
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A Figura 37 mostra os sinais dessa função. 

 
FIGURA 37 

Logo, para determinar os valores de m que tornam a fração maior ou 
igual a zero utilizam-se os dois diagramas apresentados nas Figuras 
36 e 37, conforme mostra a Figura 38. 

 
FIGURA 38 

Nessa figura, vê-se que tomando valores de m maiores do que 1, os 
valores da fração são positivos e tomando valores de m menores do 
que 1, a fração se torna negativa. O valor m = 1 deve ser descartado, 
porque anula o denominador da fração. Assim, como anteriormente, 
vê-se que os valores de m que satisfazem a inequação (I) são aque-
les que são estritamente maiores do que 1. 
Resolve-se, agora a inequação: 

1
1m

2m3m
)II(

2

≤
−

+⋅−
. 

Tem-se: 

�≤−
−

+⋅−
�≤

−

+⋅−
01

1m

2m3m
1

1m

2m3m 22

 

 0
1m

3m4m
0

1m

1m2m3m 22

≤
−

+⋅−
�≤

−

+−+⋅−
� . 

Novamente, pode-se fatorar o numerador da fração, utilizando-se, 

para isso, os zeros da função 3m4my 2 +⋅−= , que são m = 1 e m 

= 3. Então, obtém-se a seguinte fração: 

( ) ( )
1m

3m1m

1m

3m4m2

−

−⋅−
=

−

+⋅−
; 

Para m - 1 � 0, isto é, para m � 1, pode-se dividir o numerador e o 
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denominador da fração por (m – 1) e vem: 

( ) ( )
3m

1m

3m1m

1m

3m4m2

−=
−

−⋅−
=

−

+⋅−
. 

Assim, a inequação 0
1m

3m4m2

≤
−

+⋅−
 reduz-se à inequação 

03m ≤− , ou seja, 3m ≤ . Portanto, os valores de m que satisfazem 
(II) devem ser menores ou iguais a 3, mas devem ser diferentes de 1. 
Também aqui se poderia fazer o estudo de (II) estudando, separada-
mente, os sinais do numerador e do denominador da fração: 

• função do numerador: 3m4my 2 +⋅−= .  

As raízes reais da equação 03m4m2 =+⋅−  são m = 1 e m = 3 e, 
portanto, o estudo de sinais da função é o que mostra a Figura 39. 

 
FIGURA 39 

• função do denominador: 1my −= . Tem-se: 

1m01m =�=− . 

Os sinais dessa função são os da Figura 40. 

 
FIGURA 40 

Têm-se, assim, as conclusões mostradas na Figura 41. 

 
FIGURA 41 

Nessa figura, vê-se que tomando valores de m maiores do que 3, os 
valores da fração são positivos e tomando valores de m menores do 
que 3, a fração se torna negativa. O valor m = 1 deve ser descartado, 
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porque anula o denominador da fração. Assim, como anteriormente, 
vê-se que os valores de m que satisfazem a inequação (II) são aque-
les que são menores ou iguais a 3 e diferentes de 1. 
É preciso, agora, considerar a interseção das soluções das duas ine-
quações (I) e (II) que foram resolvidas. A Figura 42 apresenta essas 
soluções e sua interseção. 

 
FIGURA 42 

Verifica-se, finalmente, que os valores de m que satisfazem as duas 
inequações são aqueles maiores do que 1 e menores ou iguais a 3, ou 
seja: 

{ } ( ]3,13m1/RmS =≤<∈= . 

(c) 1m2tgx −⋅=  

Lembrando que, para todo arco x tal que ( )Ζ∈π⋅+
π

≠ kk
2

x , o va-

lor da tangente de x pode assumir qualquer valor real, segue-se que a 
expressão dada tem sentido para qualquer número real m. Assim, 
tem-se RS = . 

(d) m21xseccos ⋅−=  
Nesse caso, como o valor da cossecante de um arco x tal que 

( )Ζ∈π⋅≠ kkx  é sempre menor ou igual a -1 ou maior ou igual a 1, 

devem-se impor à expressão dada as condições: 
1xseccosou1xseccos ≥−≤ , 

isto é, 
1m21 −≤⋅−  ou 1m21 ≥⋅− . 

Novamente, há duas inequações do 1o grau para serem resolvidas. 
Assim, tem-se: 
(I) 1m21 −≤⋅−  
A maneira correta de se resolver uma inequação como esta é a que 
se segue. 

0m2201m211m21 ≤⋅−�≤+⋅−�−≤⋅− . 
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É preciso, então, estudar os sinais da função m22y ⋅−=  para de-

terminar para quais valores de m ela é menor ou igual a zero. Para 
isso, determina-se o zero da função, que é o único ponto onde a fun-
ção pode mudar de sinal. Tem-se: 

1m0m22 =�=⋅− . 

Assim, o estudo de sinais da função é como mostra a Figura 43. 

 
FIGURA 43 

Logo, os valores de m para os quais a função é menor ou igual a ze-
ro são aqueles maiores ou iguais a 1, os quais satisfazem, então, a 
inequação (I). 
Resolvendo, agora, a inequação (II), vem: 

1m21)II( ≥⋅−  

Tem-se: 
0m201m211m21 ≥⋅−�≥−⋅−�≥⋅− . 

Pode-se proceder, aqui, de duas maneiras; uma delas é dividir ambos 
os membros pela constante -2, lembrando que o sentido da desigual-
dade fica invertido, ou seja: 

0m0m2 ≤�≥⋅− . 

e já se tem a solução da inequação, isto é, os valores de m que satis-
fazem (II) são os menores ou iguais a zero. 
A outra forma é a mesma que se utilizou para resolver (I), ou seja, 
estudam-se os sinais da função m2y ⋅−= : 

0m0m2 =�=⋅− . 

Portanto, o estudo de sinais da função é o que mostra a Figura 44. 

 
FIGURA 44 

Logo, os valores de m para os quais a função é maior ou igual a zero 
são aqueles menores ou iguais a 0, como já se havia concluído. 
Uma vez que devem ser satisfeitas as inequações (I) ou (II), é preci-
so fazer a união de suas soluções, indicada na Figura 45. 
Logo, a solução geral é: 

{ } ( ] [ )∞+∪∞−=≥≤∈= .10,1mou0m/RmS . 
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FIGURA 45 

(e) 
1m

2m
xsec

−

+
=  

De modo análogo ao exercício anterior, tem-se que o valor da secan-

te de um arco x �
�

�
�
�

�
Ζ∈π⋅+

π
≠ k;k

2
x  é sempre menor ou igual a -1 

ou maior ou igual a 1; assim, impõem-se à expressão dada as condi-
ções: 

1xsecou1xsec ≥−≤ , 

isto é, 

1
1m

2m
−≤

−

+
 ou 1

1m

2m
≥

−

+
. 

Resolvem-se, portanto, essas duas inequações do 1o grau. 

(I) 1
1m

2m
−≤

−

+
 

Tem-se: 

0
1m

1m2
0

1m

1m2m
01

1m

2m
1

1m

2m
≤

−

+⋅
�≤

−

−++
�≤+

−

+
�−≤

−

+
 

Estudam-se, assim, separadamente, os sinais das funções do nume-
rador e do denominador: 
• função do numerador: 1m2y +⋅= .  

2

1
m01m2 −=�=+⋅ . 

Então, a função 1m2y +⋅=  pode mudar de sinal apenas no ponto 

2

1
m −= . Tem-se, assim, o estudo de sinais para a função 

1m2y +⋅=  da Figura 46. 

 
FIGURA 46 
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• função do denominador: 1my −= . Repetindo o procedimento an-

terior, vem: 
1m01m =�=− . 

Assim, os sinais dessa função são aqueles mostrados na Figura 47. 

 
FIGURA 47 

Considerando os sinais do numerador e do denominador, têm-se os 
sinais da fração mostrados na Figura 48. 

 
FIGURA 48 

Vê-se, então, que os valores de m que tornam a fração menor ou i-

gual a zero são os maiores ou iguais a 
2

1
−  e menores do que 1. 

(II) 1
1m

2m
≥

−

+
 

0
1m

3
0

1m

1m2m
01

1m

2m
1

1m

2m
≥

−
�≥

−

+−+
�≥−

−

+
�≥

−

+
. 

O estudo de sinais dessa fração é mais simples do que o anterior, já 
que o numerador é uma constante sempre positiva, o que acarreta 
que o sinal da fração é determinado pelo sinal do denominador, que 
já foi estudado. Conclui-se, assim, que os valores de m que tornam a 
fração maior ou igual a zero são os maiores do que 1 (já que m deve 
ser diferente de 1). 
Faz-se, agora, a união das soluções das inequações (I) e (II), como 
mostra a Figura 49. 
Conclui-se, assim, que o conjunto-solução é: 

( )∞+∪�
�

�
�
�

�
−=

�
	



�
�



><≤−∈= .11,
2

1
1mou1m

2

1
/RmS , 

o qual pode ser escrito, ainda, na seguinte forma: 
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( )∞+∪�
�

�
�
�

�
−=

�
	



�
�



≠−≥∈= .11,
2

1
1me

2

1
m/RmS . 

 
FIGURA 49 

3) É verdadeira ou falsa a afirmação: não existe x tal que 3xcos = ? 

É verdadeira, pois o conjunto imagem da função ( ) xcosxf =  é o in-

tervalo [ ]1,1− , isto é, 1xcos1 ≤≤− , para todo número real x. Logo, 

para nenhum arco x ter-se-á 3xcos = . 

4) ( ) ( )o3cos3cos = ? 

Não. Uma idéia muito comum é entender ( )3cos  como sendo 

( )o3cos , o que não é correto. Quando se indica ( )3cos , está se que-

rendo calcular o valor que a função cosseno assume em x = 3 radia-

nos (que é próximo de π radianos). Entretanto, o3  é um arco próxi-

mo de o0 . Têm-se: ( ) 13cos −≅  e ( ) 13cos o ≅ . A Figura 50 mostra os 

arcos de medida 3 radianos e 3o. 

 
FIGURA 50 
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5) São verdadeiras ou falsas as afirmações seguintes? 

 (a) ( ) xcosxcos 22 = .  

É falsa. Lembrando que aa 2 = , para qualquer a, tem-se: 

( ) ( ) ( ) xcosxxcosxcosxcos 222 ≠⋅== . 

Por exemplo, tomando-se 
2

x
π

= , vem: 

( ) 0
4

cos
2

cos
2

cosxcos
222

222 ≠
�
�

�

�

�
�

�

� π
=

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� π
=

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� π
=  

e 

  0
2

cosxcos =
π

= . 

(b) 22 xcosxcos = . 
É falsa. Para qualquer arco de medida x, tem-se: 

( ) ( ) ( )xcosxcosxcosxcos 22 ⋅== . 

Por outro lado, ( ) ( )xxcosxcosxcos 22 ⋅== . 

Por exemplo, se 
2

x
π

= , vem: 

0
2

cos
2

cosxcos

2
22 =��

�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

� π
=�

�

�
�
�

� π
=  

e  

( ) 0
4

cos
22

cos
2

cosxcos
22

2 ≠�
�

�

�

�
�

�

� π
=�

�

�
�
�

� π
⋅

π
=

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� π
= . 

Isso exemplifica o fato de que ( )22 xcosxcos ≠ , ou, num abuso de 

linguagem, 22 xcosxcos ≠ . 





4 RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 

4.1 Relações fundamentais 

(1) 1xcosxsen 22 =+  

Seja x a medida do arco 
∩

AM ; na Figura 1, tem-se: xcosOP =  e 

senxPMOQ == . 

 
FIGURA 1 

Considerando o triângulo retângulo OMP, tem-se: 

( ) ( ) ( ) 1OMPMOP
222

==+ . As medidas OP  e PM  são iguais, em 

valores absolutos, aos valores de cosx e senx, respectivamente. As-
sim, quaisquer que sejam os sinais dessas funções, vale: 

1xcosxsen 22 =+ . 

(b) 
xcos

senx
tgx =  

Seja x a medida do arco 
∩

AM , sendo )k(k
2

x Ζ∈π⋅+
π

≠ ; na Figu-

ra 2, tem-se tgxAT = . 



 82

 
FIGURA 2 

Uma vez que os triângulos OPM e OAT são semelhantes, tem-se: 

OP

PM
AT

AT

PM

OA

OP
=�= ; 

OPePM,AT  são, respectivamente, os valores absolutos de tgx , 

senx  e xcos . Como a tangente é positiva ou negativa conforme o 
seno e o cosseno tenham mesmos sinais ou sinais contrários, a rela-

ção vale sempre. Assim: 
xcos

senx
tgx = . 

(c) 
tgx

1
gxcot =  

Seja )k(kxek
2

x Ζ∈π⋅≠π⋅+
π

≠  a medida do arco 
∩

AM ; na Fi-

gura 3, tem-se: tgxAT = ; gxcotBC = . 

Os triângulos retângulos OAT e OBC são semelhantes, pois os ân-

gulos agudos TÔA  e BCO
�

 são congruentes, sendo alternos internos 
de duas paralelas cortadas por uma transversal. 
Então: 

tgx

1
gxcot

AT

1
BC

AT

OB

OA

BC
=∴=�= . 
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FIGURA 3 

A relação também se verifica quanto ao sinal, já que a tangente e a 
cotangente de um arco têm o mesmo sinal. Por conseqüência, con-
clui-se, ainda, que: 

senx

xcos
gxcot = . 

 
FIGURA 4 
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(d) 
xcos

1
xsec =  

Seja x a medida do arco 
∩

AM , sendo )k(k
2

x Ζ∈π⋅+
π

≠ ; na Figu-

ra 4, tem-se: xcosOP =  e xsecOS = . 
Nesse caso, os triângulos retângulos OMS e OPM são semelhantes, 

pois têm o ângulo agudo Ô  comum. Assim, vem: 

xcos

1
xsec

OP

1
OS

OP

OM

OM

OS
=∴=�= . 

A relação também se verifica quanto ao sinal, já que a secante e o 
cosseno de um arco têm o mesmo sinal. 

(e) 
senx

1
xseccos =  

Seja x a medida do arco 
∩

AM , sendo )k(kx Ζ∈π⋅≠ ; na Figura 5, 

tem-se: senxPMOQ ==  e xseccosOD = . 

 
FIGURA 5 

Aqui, os triângulos retângulos OMD e OPM são semelhantes, pois 

os ângulos POM
�

 e MDO
�

 são congruentes, por serem ângulos de 
lados perpendiculares. 
Então: 
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senx

1
xseccos

PM

1
OD

PM

OM

OM

OD
=∴=�= . 

A relação também se verifica quanto ao sinal, pois a cossecante e o 
seno de um arco têm o mesmo sinal. 

4.2 Relações conseqüentes 

(a) xtg1xsec 22 += , para )k(k
2

x Ζ∈π⋅+
π

≠ . 

Algebricamente, pode-se demonstrar a relação das duas formas se-
guintes: 

xtg1xsec
xcos

1
1

xcos

xsen

xcos

1

xcos

xcosxsen
1xcosxsen

22
22

2

22

22
22

+=�=+�

�=
+

�=+•

 

• xsec
xcos

1

xcos

xcosxsen
1

xcos

xsen
1xtg 2

22

22

2

2
2 ==

+
=+=+  

 
FIGURA 6 

Geometricamente, considerando-se a Figura 6, tem-se que os triân-
gulos retângulos OMS e OAT são semelhantes e, portanto, vem: 



 86

ATMS
OA

OM

AT

MS
=�= . 

Por outro lado, do triângulo OMS, retângulo em M, vem que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222
MS1OSOSMSOM +=�=+ ; 

assim: 

( ) ( )22
AT1OS +=  e, portanto, xtg1xsec 22 += . 

(b) xgcot1xseccos 22 += , para )k(kx Ζ∈π⋅≠ . 

Algebricamente, pode-se demonstrar a relação das duas formas se-
guintes: 

xgcot1xseccos
xsen

1

xsen

xcos
1

xsen

1

xsen

xcosxsen
1xcosxsen

22
22

2

22

22
22

+=�=+�

�=
+

�=+•

 

• xseccos
xsen

1

xsen

xsenxcos
1

xsen

xcos
1xgcot 2

22

22

2

2
2 ==

+
=+=+  

 
FIGURA 7 

Geometricamente, considerando-se a Figura 7, tem-se que os triân-
gulos retângulos OMD e OBC são semelhantes. 
Portanto: 
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BCMD
OB

OM

BC

MD
=�= . 

Por outro lado, do triângulo OMD, retângulo em M, vem que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222
MD1ODODMDOM +=�=+ ; 

assim: ( ) ( )22
BC1OD +=  e, portanto, xgcot1xseccos 22 += . 

4.3 Exercícios 

1) Dado que 
5

4
senx −= , sendo π⋅<<

π⋅
2x

2

3
, calcular o valor das 

demais funções trigonométricas do arco x. 

Da relação fundamental 1xcosxsen 22 =+ , vem que 

xsen1xcos 22 −= . Então: 

25

9

25

16
1

5

4
1xcos

2
2 =−=�

�

�
�
�

�
−−= , 

de onde se segue que 
5

3
xcos ±= . A determinação do sinal é feita 

pela informação de que o arco x pertence ao 4o quadrante, onde a 

função cosseno é positiva. Assim, conclui-se que 
5

3
xcos = . A partir 

dos valores das funções seno e cosseno determinam-se os valores 
das demais funções trigonométricas de x: 

3

4

5

3
5

4

tgx
xcos

senx
tgx −=

−
=∴= ; 

4

3
gxcot

tgx

1
gxcot −=∴= ; 

3

5
xsec

xcos

1
xsec =∴= ; 

4

5
xseccos

senx

1
xseccos −=∴= . 

2) Calcular xcos , sabendo que 
1m

m2
gxcot

−

⋅
= , com m > 1. 
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Tem-se: 

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

2

2

2

2

2

2

2

222

1m

1m

1m

1m

1m

1m2m

1m

m41m

1m

m4
1xseccosxgcot1xseccos

�
�

�
�
�

�

−

+
=

−

+
=

−

+⋅+
=

−

⋅+−
=

=
−

⋅
+=�+=

 

1m

1m
xseccos

−

+
±=∴  

Uma vez que m > 1, segue-se que 0gxcot > , ou seja, o arco x é tal 

que 
2

x0
π

<<  ou 
2

3
x

π⋅
<<π . Logo, devem ser consideradas as 

duas hipóteses: 

• 
2

x0
π

<< : 

1m

1m
senx

1m

1m
xseccos

+

−
=�

−

+
=  

1m

m2

1m

m2

1m

1m
gxcotsenxxcos

+

⋅
=

−

⋅
⋅

+

−
=⋅=∴  ; 

• 
2

3
x

π⋅
<<π : 

1m

1m
senx

1m

1m
xseccos

+

−
−=�

−

+
−=  

 
1m

m2

1m

m2

1m

1m
gxcotsenxxcos

+

⋅
−=

−

⋅
⋅

+

−
−=⋅=∴ . 

Conclui-se, assim, pelos dados do problema, que 
1m

m2
xcos

+

⋅
±= . 

3) Dado que 
( )

a2

a1a
gxcot

⋅

⋅−
=  e 

2
x0

π
<< , calcular os valores 

das demais funções trigonométricas do arco x. 

Observe-se que, se 
2

x0
π

<< , então 0gxcot >  e, portanto, deve-se 

ter a > 1. Calculam-se, agora, os valores solicitados: 

• 
( ) a1a

a2
tgx

gxcot

1
tgx

⋅−

⋅
=�= ; 
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• 
( )

2

2
222

a4

a1a
1xseccosxgcot1xseccos

⋅

⋅−
+=�+= . 

Como a > 1, pode-se, na fração, dividir numerador e denominador 
por a e vem: 

( ) ( ) ( )
a4

1a

a4

1a2a

a4

1aa4

a4

1a
1xseccos

2222
2

⋅

+
=

⋅

+⋅+
=

⋅

−+⋅
=

⋅

−
+= . 

Sendo 
2

x0
π

<< , onde todas as funções trigonométricas são positi-

vas, conclui-se que 

a2

1a
xseccos

⋅

+
= . 

• 
1a

a2
senx

xseccos

1
senx

+

⋅
=�= ; 

• 

( )

=

⋅−

⋅
+

⋅

=�=�=

a1a

a2
1a

a2

xcos
tgx

senx
xcos

xcos

senx
tgx  

( )
( ) 1a

1a

a1a

a1a

+

−
=

⋅+

⋅−
=  ; 

• 
1a

1a
xsec

xcos

1
xsec

−

+
=�= . 

4) Sabendo que 7xsen3xcos16 22 =⋅+⋅ , calcular o valor de tgx . 

Valendo-se da relação fundamental 1xcosxsen 22 =+ , obtém-se o 

sistema seguinte, que permite determinar os valores de xsen2  e 

xcos2 : 

�	

�


�

=+

=⋅+⋅

1xsenxcos

7xsen3xcos16

22

22

; 

resolvendo-se, vem: 
13

9
xsen2 =  e 

13

4
xcos2 = , de onde segue-se 

que 
4

9
xtg2 = . Uma vez que não há informações sobre o quadrante 
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no qual se localiza o arco x, conclui-se que 
2

3
tgx ±= . 

5) Exprimir todas as funções circulares de um arco x em função de 
senx. 

(a) xsen1xcosxsen1xcos1xcosxsen 22222 −±=�−=�=+  

(b) 
xsen1

senx
tgx

xcos

senx
tgx

2−
±=�=  

(c) 
xcos

xsen1
gxcot

senx

xcos
gxcot

2−
±=�=  

(d) 
xsen1

1
xsec

xcos

1
xsec

2−
±=�=  

(e) 
senx

1
xseccos =  

6) Sabendo que 
2

2

a1

a1
senx

+

−
=  e 

2
x0

π
<< , calcular os valores das 

demais funções circulares do arco x. 
Primeiramente, é preciso lembrar que 1senx0 << , já que o arco x 
pertence ao primeiro quadrante. Então, vem: 

1
a1

a1
0

2

2

<
+

−
< . 

Resolve-se, assim, cada uma das duas desigualdades simultâneas se-
paradamente e depois se faz a interseção das duas soluções. Tem-se: 

(I) 0
a1

a1

a1

a1
0

2

2

2

2

>
+

−
�

+

−
<  

• função do numerador: 2a1y −= .  

Esta função do 2o grau tem dois zeros distintos: a = -1 e a = 1. As-
sim, o estudo de sinais da função é o que está apresentado na Figura 
8. 

 
FIGURA 8 
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• função do denominador: 2a1y += . Esta função do segundo grau 

não tem zeros reais e é positiva, para todo a. Assim, têm-se os sinais 
da Figura 9. 

 
FIGURA 9 

Considerando, agora, os sinais do numerador e do denominador, ob-
têm-se aqueles mostrados na Figura 10, de onde se conclui que os 
valores de a que satisfazem essa primeira inequação estão entre -1 e 
1, excluindo-se estes valores. 

 
FIGURA 10 

Assim, tomando valores de a entre -1 e 1 os valores da fração 

2

2

a1

a1

+

−
 serão estritamente positivos. 

Resolve-se, agora a inequação: 

(II) 1
a1

a1
2

2

<
+

−
. 

Tem-se: 

0
a1

a2
0

a1

a1a1
01

a1

a1
1

a1

a1
2

2

2

22

2

2

2

2

<
+

⋅−
�<

+

−−−
�<−

+

−
�<

+

−
. 

É fácil ver que o numerador da fração é sempre menor ou igual a ze-
ro e que o denominador é sempre estritamente positivo, Assim, para 
que a fração seja estritamente menor do que zero, basta que se to-
mem valores de a diferentes de zero. A Figura 11 mostra o estudo de 
sinais dessa inequação. 

 
FIGURA 11 
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Usando os dois resultados apresentados nas Figuras 10 e 11, obtém-
se a conclusão para os valores de a que podem ser considerados no 
cálculo das funções trigonométricas solicitadas, conforme mostra a 
Figura 12. 

 
FIGURA 12 

Logo, os valores de a que satisfazem as desigualdades 1
a1

a1
0

2

2

<
+

−
<  

são aqueles maiores do que -1 e menores do que 1, mas diferentes de 
zero, isto é: 1a1 <<−  e 0a ≠ . 
Pode-se, agora, calcular os valores das demais funções circulares de 
x: 

( ) ( )
( )

( ) ( )22

2

22

4242

22

22222

2

2
2

a1

a4

a1

aa21aa21

a1

a1a1

a1

a1
1xcos

+

⋅
=

+

−⋅+−+⋅+
=

=
+

−++
=�

�

�

�

�
�

�

�

+

−
−=

 . 

Portanto, 

2a1

a2
xcos

+

⋅
±= . 

Observe que, se 1a0 << , vale o sinal positivo; se 0a1 <<− , vale o 

sinal negativo. Entretanto, lembrando que 
2

x0
π

<< , onde todas as 

funções trigonométricas são positivas, segue-se que 
2a1

a2
xcos

+

⋅
= , 

ou seja, os valores de a devem ser tomados estritamente maiores do 
que 0 e estritamente menores do que 1. 
Conhecendo-se senx  e xcos , calculam-se os valores das demais 
funções trigonométricas: 
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a2

a1

a1

a2
a1

a1

tgx
2

2

2

2

⋅

−
=

+

⋅
+

−

=  

2a1

a2

tgx

1
gxcot

−

⋅
==  

a2

a1

xcos

1
xsec

2

⋅

+
==  

2

2

a1

a1

senx

1
xseccos

−

+
==  

7) Verificar as seguintes identidades trigonométricas: 

(a) xseccosxsecxseccosxsec 2222 ⋅=+  
Partindo do 1o membro, vem: 

xseccosxsec
xsen

1

xcos

1

xcosxsen

1

xcosxsen

xcosxsen

xsen

1

xcos

1
xseccosxsec

22

2222

22

22

22
22

⋅=⋅=
⋅

=

=
⋅

+
=+=+

 

(b) xsecxsecxtgxtg 2442 −=+  

Tem-se: 

( ) ( )

xsecxsec

xsec2xsecxsec1xsec2xsec1xsec

1xsec1xsecxtgxtg

24

242242

22242

−=

=⋅−+=+⋅−+−

=−+−=+

 

Exercícios propostos. 

1) Sabendo que 5tgx = , com 
2

3
x

π⋅
<<π , calcular o valor da ex-

pressão: 
xseccossenx

xsecxcos
y

−

−
= . ( )125y:.R =  

2) Calcular m de modo que se tenha 1m2senx +⋅=  e 
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1m4xcos +⋅= . �
�

�
�
�

�
−=−=

2

1
mou

10

1
m:.R  

3) Se xsec17xcos16tgx10 ⋅=⋅+⋅ , com ( )Ζ∈π⋅+
π

≠ kk
2

x , cal-

cular o valor de senx . �
�

�
�
�

�
==

8

1
senxou

2

1
senx:.R  

4) Sabendo que 
a

b
tgx = , com 

2
x0

π
<< , provar que: 

22 ba2
senx

b

xcos

a
+⋅=+ . 

5) Sabendo que 5xsectgx5 =+⋅ , para ( )Ζ∈π⋅+
π

≠ kk
2

x , calcu-

lar o valor de xcos . �
�

�
�
�

�
−=−=

5

4
xcosou

5

3
xcos:.R  

6) Verificar a seguinte identidade trigonométrica: 
( )tgxxcosxseccosgxcotxsec +⋅=+ . 



5 REDUÇÃO DE ARCOS AO 1O QUADRANTE 

Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM  
de medida x (sendo esta a primeira determinação positiva do arco), 
quer-se encontrar, no 1o quadrante, um arco de medida x1, cujas fun-
ções trigonométricas tenham os mesmos valores das funções do arco 
dado, em valor absoluto. 
Considerar-se-ão três casos, em cada um dos quais a primeira de-
terminação positiva do arco x pertence ao 2o quadrante, ou ao 3o 
quadrante ou ao 4o quadrante. 

(1) o arco 
∩

AM  tem extremidade no 2o quadrante. 

Seja 
∩

AM , de medida x, com extremidade no 2o quadrante; o ponto 
M1, simétrico do ponto M em relação ao eixo dos senos, determina o 

arco 
∩

1AM , de medida x1 (Figura 1). Tem-se: xx1 −π= . Os arcos 
∩

AM  e 
∩

1AM  são chamados arcos complementares. 

 
FIGURA 1 

Tem-se: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )�

�
�
�

�

��
�
�

�

�

−π=

−π−=

−π−=

−π−=

−π−=

−π=

xseccosxseccos

xsecxsec

xgcotgxcot

xtgtgx

xcosxcos

xsensenx

. 
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Essas relações são válidas sempre que π<<
π

x
2

. 

Exemplo: recorrendo a um arco do 1o quadrante, determinar os valo-
res de senx  e xcos , para: 

(a) o135x =  
Observe que o arco dado tem extremidade no 2o quadrante, pois 

ooo 18013590 << ; então: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

−=−=−−=

==−=

2

2
45cos135180cos135cos

2

2
45sen135180sen135sen

oooo

oooo

. 

(b) o840x =  
Nesse caso, não foi dada a primeira determinação positiva do arco, 
que deve ser determinada. Tem-se: 

ooo 1203602840 +⋅=  

e, portanto, a primeira determinação positiva do arco dado é o120 , 
que é um arco com extremidade no segundo quadrante. Assim, vem: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
�
�
�

��
�

�

−=−=−−=−=

==−==

2

1
60cos120180cos120cos840cos

2

3
60sen120180sen120sen840sen

ooooo

ooooo

. 

(c) rd
3

2
x

π⋅
=  

Uma vez que π<
π⋅

<
π

3

2

2
, vem: 

�
�

�

�
�

�

�

−=�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π−=�

�

�
�
	


 π⋅

=�
�

�
�
	


 π
=�

�

�
�
	


 π⋅
−π=�

�

�
�
	


 π⋅

2

1

3
cos

3

2
cos

3

2
cos

2

3

3
sen

3

2
sen

3

2
sen

. 
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(d) rd
4

5
x

π⋅
−=  

Deve-se determinar a primeira determinação positiva 0a  do arco; 

tem-se: 

Q2
4

3

4

5
2a o

0 ∈
π⋅

=
π⋅

−π⋅= . 

Então: 

�
�

�

�
�

�

�

−=�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π−=�

�

�
�
	


 π⋅
=�

�

�
�
	


 π⋅
−

=�
�

�
�
	


 π
=�

�

�
�
	


 π⋅
−π=�

�

�
�
	


 π⋅
=�

�

�
�
	


 π⋅
−

2

2

4
cos

4

3
cos

4

3
cos

4

5
cos

2

2

4
sen

4

3
sen

4

3
sen

4

5
sen

. 

(2) o arco 
∩

AM  tem extremidade no 3o quadrante. 

Seja 
∩

AM , de medida x, com extremidade no 3o quadrante; o ponto 
M1, simétrico do ponto M em relação ao centro O do ciclo trigono-

métrico, determina o arco 
∩

1AM , de medida x1 (Figura 2). Tem-se: 

π−= xx1 . Os arcos 
∩

AM  e 
∩

1AM  são chamados arcos explementa-

res. 

 
FIGURA 2 

Então: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )�

�
�
�

�

��
�
�

�

�

−π−=

−π−=

−π=

−π=

−π−=

−π−=

xseccosxseccos

xsecxsec

xgcotgxcot

xtgtgx

xcosxcos

xsensenx

. 

Essas relações são válidas sempre que 
2

3
x

π⋅
<<π . 

Exemplo: recorrendo a um arco do 1o quadrante, determinar os valo-
res de senx  e xcos , para: 

(a) o240x =  

O arco dado tem extremidade no 3o quadrante; então: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
�
�
�

��
�

�

−=−=−−=

−=−=−−=

2

1
60cos180240cos240cos

2

3
60sen180240sen240sen

oooo

oooo

. 

(b) o140x −=  
A primeira determinação positiva do arco é: 

ooo
0 220140360a =−= . 

Então: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )��

�
�
�

−=−−==−

−=−−==−

ooooo

ooooo

40cos180220cos220cos140cos

40sen180220sen220sen140sen
. 

(c) rd
6

7
x

π⋅
=  

Uma vez que 
2

3

6

7 π⋅
<

π⋅
<π , vem: 
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�
�

�

�
�

�

�

−=�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	



π−

π⋅
−=�

�

�
�
	


 π⋅

−=�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	



π−

π⋅
−=�

�

�
�
	


 π⋅

2

3

6
cos

6

7
cos

6

7
cos

2

1

6
sen

6

7
sen

6

7
sen

. 

(3) o arco 
∩

AM  tem extremidade no 4o quadrante. 

Seja 
∩

AM , de medida x, com extremidade no 4o quadrante; o ponto 
M1, simétrico do ponto M em relação ao eixo dos cossenos, deter-

mina o arco 
∩

1AM , de medida x1 (Figura 3). Tem-se: x2x1 −π⋅= .  

 
FIGURA 3 

Os arcos 
∩

AM  e 
∩

1AM  são chamados arcos replementares. Então: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )�

�
�
�

�

��
�
�

�

�

−π⋅−=

−π⋅=

−π⋅−=

−π⋅−=

−π⋅=

−π⋅−=

x2seccosxseccos

x2secxsec

x2gcotgxcot

x2tgtgx

x2cosxcos

x2sensenx

. 

Essas relações são verdadeiras sempre que π⋅<<
π⋅

2x
2

3
. 
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Exemplo: recorrendo a um arco do 1o quadrante, determinar os valo-
res de senx  e xcos , para: 

(a) o675x =  

Tem-se: ooo 3153601675 +⋅=  

Assim, a primeira determinação positiva do arco é: o
0 315a = . En-

tão: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

==−==

−=−=−−==

2

2
45cos315360cos153cos675cos

2

2
45sen315360sen153sen675sen

ooooo

ooooo

. 

(b) rd
3

5
x

π⋅
=  

Uma vez que π⋅<
π⋅

<
π⋅

2
3

5

2

3
, vem: 

�
�

�

�
�

�

�

=�
�

�
�
	


 π
=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅=�

�

�
�
	


 π⋅

−=�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅−=�

�

�
�
	


 π⋅

2

1

3
cos

3

5
2cos

3

5
cos

2

3

3
sen

3

5
2sen

3

5
sen

. 

(c) rd
5

9
x

π⋅
=  

Sendo π⋅<
π⋅

<
π⋅

2
5

9

2

3
, tem-se: 

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
	


 π
=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅=�

�

�
�
	


 π⋅

�
�

�
�
	


 π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅−=�

�

�
�
	


 π⋅

5
cos

5

9
2cos

5

9
cos

5
sen

5

9
2sen

5

9
sen

. 

Observação. Dois arcos do primeiro quadrante com extremidades 
simétricas em relação à bissetriz deste quadrante são chamados ar-

cos complementares. Assim, se 
∩

AM  tem medida x, com extremida-
de no 1o quadrante e o ponto M1 do ciclo trigonométrico é simétrico 
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a M em relação à bissetriz do 1o quadrante, tem-se que a medida x1 

de 
∩

1AM é x
2

x1 −
π

=  (Figura 4). 

Então: 

2
xx

2
xx1

π
=+−

π
=+  

e tem-se: 

�
�

�

�
�

�

�

=�
�

�
�
	



−

π

=�
�

�
�
	



−

π

senxx
2

cos

xcosx
2

sen

. 

Conseqüências: se x ∈ 1o Q, vem: 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

��
�
�
�
�
�
�
�

�

�

=�
�

�
�
	



−

π
=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π⋅
−π⋅=�

�

�
�
	



+

π⋅

−=�
�

�
�
	



−

π
−=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π⋅
−π⋅−=�

�

�
�
	



+

π⋅

−=�
�

�
�
	



−

π
−=�

�

�
�
	



π−−

π⋅
−=�

�

�
�
	



−

π⋅

−=�
�

�
�
	



−

π
−=�

�

�
�
	



π−−

π⋅
−=�

�

�
�
	



−

π⋅

−=�
�

�
�
	



−

π
−=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π
−π−=�

�

�
�
	



+

π

=�
�

�
�
	



−

π
=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π
−π=�

�

�
�
	



+

π

senxx
2

cosx
2

3
2cosx

2

3
cos

xcosx
2

senx
2

3
2senx

2

3
sen

senxx
2

cosx
2

3
cosx

2

3
cos

xcosx
2

senx
2

3
senx

2

3
sen

senxx
2

cosx
2

cosx
2

cos

xcosx
2

senx
2

senx
2

sen

 

Exemplo: sendo x a medida de um arco com extremidade no 1o qua-
drante, simplificar as expressões: 

(a) 

( )xsenx
2

cos

x
2

3
cosx

2
sen

y

+π⋅�
�

�
�
	



+

π

�
�

�
�
	



+

π⋅
⋅�
�

�
�
	



−

π

=  
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FIGURA 4 

Tem-se: 

xcosx
2

sen =�
�

�
�
	



−

π
 

senxx
2

cosx
2

3
2cosx

2

3
cos =�

�

�
�
	



−

π
=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π⋅
−π⋅=�

�

�
�
	



+

π⋅
 

senxx
2

cosx
2

cosx
2

cos −=�
�

�
�
	



−

π
−=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π
−π−=�

�

�
�
	



+

π
 

( ) ( ) senxxsenxsen −=π−+π−=+π . 

Assim, vem: 

( ) ( )
gxcot

senxsenx

senxxcos
y =

−⋅−

⋅
= . 

 

(b) 

6

11
seccos

4

7
gcot

6

5
cos

3

5
tg

3

4
sen

y
π⋅

⋅
π⋅

π⋅
⋅

π⋅
⋅

π⋅

=  

Calculando separadamente os valores de cada função trigonométrica 
da expressão, vem: 

2

3

3
sen

3

4
sen

3

4
sen −=

π
−=�

�

�
�
	



π−

π⋅
−=

π⋅
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3

2

1
2

3

3
tg

3

5
2tg

3

5
tg −=−=

π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅−=

π⋅
 

2

3

6
cos

6

5
cos

6

5
cos −=

π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π−=

π⋅
 

1
4

gcot
4

7
2gcot

4

7
gcot −=

π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅−=

π⋅
 

2

2

1

1

6
seccos

6

11
2seccos

6

11
seccos −=−=

π
−=�

�

�
�
	


 π⋅
−π⋅−=

π⋅
 

Então: 

( )

( ) ( ) 8

33

21

2

3
3

2

3

y
⋅

−=
−⋅−

�
�

�

�

�
�

	



−⋅−⋅�

�

�

�

�
�

	



−

= . 

(c) 

( )

( ) ( )x2tgx
2

3
senx3cos

x
2

11
tg

2
xcosxsen

y

−π⋅⋅�
�

�
�
	



+

π⋅
⋅+π⋅

�
�

�
�
	



+

π⋅
⋅�
�

�
�
	


 π
−⋅+π

=  

Tem-se: 
( ) ( ) senxxsenxsen −=π−+π−=+π  

senxx
2

cos
2

xcos =�
�

�
�
	



−

π
=�

�

�
�
	


 π
−  

gxcotx
2

tgx
2

3
2tgx

2

3
tgx

2

11
tg −=�

�

�
�
	



−

π
−=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π⋅
−π⋅−=�

�

�
�
	



+

π⋅
=�

�

�
�
	



+

π⋅

 
( ) ( ) ( ) xcosxcosxcosx3cos −=π−+π−=+π=+π⋅  

xcosx
2

senx
2

3
2senx

2

3
sen −=�

�

�
�
	



−

π
−=��

�

�
��
	



�
�

�
�
	



+

π⋅
−π⋅−=�

�

�
�
	



+

π⋅
 

( ) ( )( ) tgxx22tgx2tg −=−π⋅−π⋅−=−π⋅  

Logo, vem: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

=

⋅

⋅

−=
−⋅−⋅−

−⋅⋅−
=

xcos

senx
xcos

senx

xcos
xsen

tgxxcosxcos

gxcotsenxsenx
y

2

2

 

1
xcossenx

xcossenx
−=

⋅

⋅
−= . 

Exercícios propostos: sendo x a medida de um arco com extremida-
de no 1o quadrante, simplificar as expressões: 

(a) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )x4gcotxtgx2sec

x2senxcosx5seccos
y

−π⋅⋅+π⋅+π⋅

−π⋅⋅−π⋅+π⋅
=  ( )xcosy:.R 2=  

(b) 

( )

( ) �
�

�
�
	



+

π
⋅�
�

�
�
	



+

π⋅
⋅−π

�
�

�
�
	



−

π⋅
⋅�
�

�
�
	



−

π
⋅+π

=

x
2

secx
2

3
seccosxgcot

x
2

3
tgx

2
cosxsen

y  

( )xcosxseny:.R 3 ⋅=  



6 FÓRMULAS DE TRANSFORMAÇÃO 

6.1 Adição e subtração de arcos 

O problema da adição de arcos consiste em calcular as funções cir-
culares da soma de dois ou mais arcos, em função das funções circu-
lares desses arcos. Estudar-se-á o problema apenas para as funções 
seno, cosseno e tangente, visto que as demais funções trigonométri-
cas podem ser obtidas a partir destas. 

Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AP , de 

medida a, e, a partir da extremidade P, um arco 
∩

PM , cuja medida 

seja b. Então, a medida algébrica do arco 
∩

AM  será a + b. Conside-

re-se, ainda, o arco 
∩

AQ , cuja medida é 2.ππππ - b, ou, equivalentemen-

te. –b (Figura 1). 

 
FIGURA 1 

Em relação ao sistema cartesiano Oxy, as coordenadas dos pontos da 
Figura 1 são: ( )0,1A , ( )sena,acosP , ( ) ( )( )bsen,bcosQ −−  ou 

( )senb,bcosQ −  e ( ) ( )( )basen,bacosM ++ . 

As cordas AM e PQ são iguais. Então, tem-se que 2
PQ

2
AM dd = . Cal-

culando cada uma dessas distâncias separadamente, vem: 
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( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )bacos22basen1bacos2bacos

0basen1bacosd

22

222
AM

+⋅−=++++⋅−+

=−++−+=
 

( ) ( )

senbsena2bcosacos22

bsensenbsena2asenbcosbcosacos2acos

senbsenabcosacosd

2222

222
PQ

⋅⋅+⋅⋅−=

=+⋅⋅+++⋅⋅−=

=++−=

 

Então, vem: 
( ) senbsena2bcosacos22bacos22 ⋅⋅+⋅⋅−=+⋅− , 

de onde se conclui que 
( ) senbsenabcosacosbacos ⋅−⋅=+  

Conseqüências: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
senbsenabcosacos

bsensenabcosacosbacosbacos)1

⋅+⋅=

=−⋅−−⋅=−+=−
 

( ) ( )

senbacosbcossenasenba
2

senbcosa
2

cos

ba
2

cosba
2

cosbasen)2

⋅+⋅=⋅�
�

�
�
�

�
−

π
+⋅�

�

�
�
�

�
−

π
=

=��
�

�
��
�

�
−�
�

�
�
�

�
−

π
=�

�

�
�
�

�
+−

π
=+

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
senbacosbcossena

bsenacosbcossenabasenbasen)3

⋅−⋅=

=−⋅+−⋅=−+=−
 

4) Se π⋅+
π

≠+ k
2

ba , π⋅+
π

≠ k
2

a  e π⋅+
π

≠ k
2

b , para todo 

Ζ∈k , tem-se: 

( ) ( )
( )

tgbtga1

tgbtga

bcosacos

senbsena

bcosacos

bcosacos
bcosacos

senbacos

bcosacos

bcossena

senbsenabcosacos

senbacosbcossena

bacos

basen
batg

⋅−

+
=

⋅

⋅
−

⋅

⋅
⋅

⋅
+

⋅

⋅

=

=
⋅−⋅

⋅+⋅
=

+

+
=+
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5) Se π⋅+
π

≠− k
2

ba , π⋅+
π

≠ k
2

a  e π⋅+
π

≠ k
2

b , para todo 

Ζ∈k , tem-se: 

( ) ( )( ) ( )
( ) tgbtga1

tgbtga

btgtga1

btgtga
batgbatg

⋅+

−
=

−⋅−

−+
=−+=−  

Observação: é possível deduzir as fórmulas de ( )basen +  e 

( )bacos +  utilizando-se apenas semelhança de triângulos, como se 

segue (Figura 2). 

 
FIGURA 2 

O objetivo é determinar ( )basenMS +=  e ( )bacosOS += . Tem-

se: 
• do triângulo OMR: 

MRsenb
OM

MR
senb =�=  

ORbcos
OM

OR
bcos =�=  

• do triângulo LMR: 

senbsenaLRMRsenaLR
MR

LR
sena ⋅=�⋅=�=  
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senbacosMLMRacosML
MR

ML
acos ⋅=�⋅=�=  

• do triângulo OTR: 

bcossenaRTORsenaRT
OR

RT
sena ⋅=�⋅=�=  

bcosacosOTORacosOT
OR

OT
acos ⋅=�⋅=�=  

Tem-se: MLRTMLLSMS +=+= ; então: 

( ) senbacosbcossenabasen ⋅+⋅=+  

Por outro lado, OTLROS −= , de onde se segue que: 

( ) bcosacossenbsenabacos ⋅−⋅=+ . 

Uma vez que o arco de medida ( )ba +  pertence ao 2o quadrante, 

tem-se: 

( ) ( ) ( )bacosbacos0bacos +−=+�<+ ; 

logo, vem: 
( ) senbsenabcosacosbacos ⋅−⋅=+ . 

Soma de três arcos: dados três arcos de medidas a, b e c, tem-se: 
( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )

sencsenbacossencbcossena

ccossenbsenaccosbcosacos

sencsenbacosbcossenaccossenbsenabcosacos

sencbasenccosbacoscbacoscbacos

⋅⋅−⋅⋅+

+⋅⋅−⋅⋅=

=⋅⋅+⋅−⋅⋅−⋅=

=⋅+−⋅+=++=++

 

Analogamente, calculam-se o seno e a tangente de ( )cba ++ , de di-

ferenças entre os arcos e generaliza-se o processo para mais do que 
três arcos. 

Exercícios: 

1) Calcular: 

(a) ( )o75sen  

Tem-se: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )31
4

2

2

1

2

2

2

3

2

1

30cos45sen45cos30sen4530sen75sen ooooooo

+⋅=⋅+⋅=

=⋅+⋅=+=

 



 109

(b) ( )o345sec  

1a forma: uma vez que o arco dado pertence ao 4o quadrante, pode-
se, primeiramente, reduzi-lo ao 1o quadrante, fazendo: 

( ) ( ) ( ) ( )o
oooo

15cos

1
15sec345360sec345sec ==−=  

Calcula-se, agora, o valor de ( )o15cos : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )13
4

2

2

1

2

2

2

3

2

2

30sen45sen30cos45cos3045cos15cos ooooooo

+⋅=⋅+⋅=

=⋅+⋅=−=

 

Assim, vem: 

( )
( )

( ) ( ) ( )132345secou26
26

264

26

26

26

4

26

4

132

4
345sec

o

o

−⋅=−=
−

−⋅
=

=
−

−
⋅

+
=

+
=

+⋅
=

 

2a forma: calculando diretamente o valor da secante do arco dado, 
sem reduzi-lo ao 1o quadrante: 

( ) ( ) ( )oo
ooo

15360cos

1
15360sec345sec

−
=−=  

Calcula-se, agora, o valor de ( )oo 15360cos − : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ooo

oooooo

15cos15sen015cos1

15sen360sen15cos360cos15360cos

=⋅+⋅=

=⋅+⋅=−
 

Portanto, obtém-se que 

( ) ( )o
o

15cos

1
345sec = . 

O valor de ( )o15cos  é, então calculado como acima e conclui-se 

como anteriormente. 
3a forma: novamente, calcula-se diretamente o valor da secante do 
arco dado, sem reduzi-lo ao 1o quadrante, mas escrevendo o arco 
dado de outra maneira: 

( ) ( ) ( )oo
ooo

45300cos

1
45300sec345sec

+
=+=  

Calcula-se, agora, o valor de ( )oo 45300cos + : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )oooo

oooooo

300sen300cos
2

2

2

2
300sen

2

2
300cos

45sen300sen45cos300cos45300cos

−⋅=⋅−⋅=

=⋅−⋅=+

 

É preciso, agora, calcular ( )o300cos  e ( )o300sen . Tem-se: 

( ) ( ) ( )
2

1
60cos300360cos300cos oooo ==−=  

( ) ( ) ( )
2

3
60sen300360sen300sen oooo −=−=−−=  

Portanto, vem: 

( ) ( ) ( )( )

( )31
4

2

2

3

2

1

2

2
300sen300cos

2

2
45300cos oooo

+⋅=

=�
�

�

�

�
�

�

�
+⋅=−⋅=+

 

Assim, a exemplo do que já se calculou anteriormente, conclui-se 
que 

( )
( ) ( )

( )132
132

4

45300cos

1
345sec

oo
o −⋅=

+⋅
=

+
=  

(c) ( )o105gcot  

Lembrando que 

( ) ( )o
o

105tg

1
105gcot = , 

calcula-se ( )o105tg : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 31

31

131

13

45tg60tg1

45tg60tg
4560tg105tg

oo

oo
ooo

−

+
=

⋅−

+
=

⋅−

+
=+=  

Logo, 

( ) ( ) ( )
2

31

31

31

31

31

31

31
105gcot

22
o −

−=
−

−
=

−

−
⋅

+

−
=  

2) Dados: 
65

56
senx = , com 

2
x0

π
<< , e 

5

4
seny = , com 

2
y0

π
<< , 

calcular o valor de ( )yxsen + . 

Tem-se: 
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( ) senyxcosycossenxyxsen ⋅−⋅=+  

É preciso, portanto, calcular os valores de cosy e cosx: 

65

33
xcos

4225

1089

4225

3136
1

65

56
1xsen1xcos

2
22 =∴=−=�

�

�
�
�

�
−=−=  

Por outro lado, vem: 

5

3
ycos

25

9

25

16
1

5

4
1ysen1ycos

2
22 =∴=−=�

�

�
�
�

�
−=−=  

Então: 

( ) ( )
13

12

565

300
132168

565

1

565

33

5

3

65

56
yxsen =

⋅
=+⋅

⋅
=

4
⋅−⋅=+ . 

3) É verdadeira ou falsa a afirmação: ( ) ( ) ( )000 89cos1cos90cos =− ? 

É falsa. Observa-se, inicialmente, que: 

( ) ( ) ( ) ( )0000 1cos1cos01cos90cos −=−=−  ; 

portanto, se a equação dada fosse verdadeira, ter-se-ia que 

( ) ( )00 1cos89cos −= . 

É claro que essa igualdade não é verdadeira, pois ( ) 089cos 0 > , já 

que 089  é um arco com extremidade no primeiro quadrante. 
Outra forma de mostrar que a igualdade dada é falsa é utilizar uma 
das fórmulas de adição de arcos: 

( ) senbsenabcosacosbacos ⋅+⋅=− ; 

assim, vem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )00

0000000

1sen1sen0

1sen90sen1cos90cos190cos89cos

=+=

=⋅+⋅=−=
. 

É claro que ( ) ( )00 1cos1sen −≠ , ou seja, a afirmação é falsa. 

6.2 Multiplicação de arcos 

Um caso particular importante ocorre quando, nas fórmulas de adi-
ção de arcos, tem-se a = b. Neste caso, vem: 

( ) ( ) acossena2senaacosacossenaaasena2sen ⋅=⋅+⋅=+=⋅  

( ) ( ) asenacossenasenaacosacosaacosa2cos 22 −=⋅−⋅=+=⋅  

( ) ( )
atg1

tga2

tgatga1

tgatga
aatga2tg

2−

⋅
=

⋅−

+
=+=⋅  
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Conseqüências importantes: 

1) ( ) asen21asenasen1asenacosa2cos 22222 ⋅−=−−=−=⋅  

Assim, tem-se: 
( )

2

a2cos1
asen2 ⋅−

= . 

2) ( ) ( ) 1acos2acos1acosasenacosa2cos 22222 −⋅=−−=−=⋅  

Então: 
( )

2

a2cos1
acos2 ⋅+

= . 

Exercícios: 

1) Calcular ( )a3sen ⋅ , ( )a3cos ⋅  e ( )a3tg ⋅ . 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
asenasen3sena3

asenasen1sena3asenacossena3

asenacossenaacossena2

asenacossenaacosacossena2

senaa2cosacosa2senaa2sena3sen

33

3232

322

22

−⋅−⋅=

=−−⋅⋅=−⋅⋅=

=−⋅+⋅⋅=

=−⋅+⋅⋅⋅=

=⋅⋅+⋅⋅=+⋅=⋅

 

( ) asen4sena3a3sen 3⋅−⋅=⋅∴  

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

acos3acos3acos

acos1acos2acosacos1acos

senaacossena2acosasenacos

senaa2senacosa2cosaa2cosa3cos

33

223

22

⋅+⋅−=

=−⋅⋅−⋅−−=

=⋅⋅⋅−⋅−=

=⋅⋅−⋅⋅=+⋅=⋅

 

( ) acos3asen4a3cos 3 ⋅−⋅=⋅∴  

( ) ( )
( )

( )
=

⋅
−

⋅
−

+
−

⋅

=
⋅⋅−

+⋅
=+⋅=⋅

tga
atg1

tga2
1

tga
atg1

tga2

tgaa2tg1

tgaa2tg
aa2tga3tg

2

2
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atg2atg1

atgtgatga2
22

3

⋅−−

−+⋅
=  

( )
atg31

atgtga3
a3tg

2

3

⋅−

−⋅
=⋅∴  

2) Calcule ( )x2sen ⋅ , sabendo que 
5

1
xcossenx =− . 

1a forma: tem-se: 

( )

( ) ( )
25

24
x2sen

25

1
x2sen1

25

1
xcossenx21

25

1
xcosxcossenx2xsen

25

1
xcossenx 222

=⋅�=⋅−�=⋅⋅−�

�=+⋅⋅−�=−

 

2a forma: resolve-se o sistema: 

�
	

�



�

=+

=−

1xsenxcos

5

1
xcossenx

22

. 

Da primeira equação, tem-se que 
5

1
xcossenx += ; substituindo na 

segunda, vem: 

1
25

1
xcos

5

2
xcosxcos 22 =+⋅++ , 

ou seja, tem-se uma equação do 2o grau na variável xcos : 

024xcos10xcos50ou0
25

24
xcos

5

2
xcos2 22 =−⋅+⋅=−⋅+⋅ . 

A resolução dessa equação resulta em: 

5

3
xcosou

5

4
xcos =−= . 

Se 
5

4
xcos −= , tem-se que 

5

3

5

1

5

4
senx −=+−= ; 

se 
5

3
xcos = , tem-se que 

5

4

5

1

5

3
senx =+= . 

Da primeira solução, vem: 

( )
25

24

5

4

5

3
2x2sen =�

�

�
�
�

�
−⋅�

�

�
�
�

�
−⋅=⋅ ; 

da segunda solução, vem: 
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( )
25

24

5

3

5

4
2x2sen =⋅⋅=⋅ , 

que é a solução encontrada na primeira forma de resolução. 

3) A Figura 3 mostra um arco 
∩

AM  do ciclo trigonométrico, de me-
dida a. Determinar: 
(a) ( )a2sen ⋅  

(b) ( )a2cos ⋅  

(c) em que quadrante está a extremidade do arco de medida ( )a2 ⋅  

(d) ( )a3sen ⋅  

 
FIGURA 3 

(a) ( ) acossena2a2sen ⋅⋅=⋅  

De acordo com a Figura 3, tem-se que 
5

3
sena = , sendo a um arco 

do 2o quadrante; então: 

5

4
acos

25

16

25

9
1asen1acos 22 −=�=−=−= . 

Assim, vem: 

( )
25

24

5

4

5

3
2a2sen −=�

�

�
�
�

�
−⋅⋅=⋅ . 
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(b) ( )
25

7

25

9

25

16
asenacosa2cos 22 =−=−=⋅  

(c) De acordo com os resultados encontrados em (a) e (b), tem-se 

que ( ) 0a2sen <⋅  e ( ) 0a2cos >⋅ . Conclui-se, assim, que o arco de 

medida ( )a2 ⋅  tem extremidade no 4
o
 quadrante. 

(d) Conforme se viu anteriormente, tem-se: 

( ) asen4sena3a3sen 3⋅−⋅=⋅  

Então: 

( )
125

117

125

108225

125

108

5

9

5

3
4

5

3
3a3sen

3

=
−

=−=�
�

�
�
�

�
⋅−⋅=⋅ . 

6.3 Exercícios 

1) Sabendo que 32
2

a
tg −=�

�

�
�
�

�
, calcular: 

(a) ( )a2sen ⋅  

Tem-se que ( ) acossena2a2sen ⋅⋅=⋅ ; então, usando as expressões 

de sena e cosa em função de �
�

�
�
�

�

2

a
tg , vem: 

( )
( )

2

1

32

32

2

1

324

32

348

324

33441

324

321

322

2

a
tg1

2

a
tg2

sena
2

2

=
−

−
⋅=

⋅−

−
=

=
⋅−

⋅−
=

+⋅−+

⋅−
=

−+

−⋅
=

�
�

�
�
�

�
+

�
�

�
�
�

�
⋅

=

 

( )
( )

( )
=

+⋅−+

+⋅−−
=

−+

−−
=

�
�

�
�
�

�
+

�
�

�
�
�

�
−

=
33441

33441

321

321

2

a
tg1

2

a
tg1

acos
2

2

2

2

 

( )
( )

=
−

⋅−
⋅−=

−⋅

⋅−⋅−
=

⋅−

⋅+−
=

32

323

2

1

324

3232

348

346
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=
−

−⋅−⋅+
⋅−=

+

+
⋅

−

⋅−
⋅−=

34

634336

2

1

32

32

32

323

2

1
 

( )
2

3
3

2

1
=−⋅−=  

Portanto, vem: 

( )
2

3

2

3

2

1
2a2sen =⋅⋅=⋅ . 

(b) ( )a2cos ⋅  

Aqui, tem-se: 

( ) asenacosa2cos 22 −=⋅ ; 

então: 

( )
2

1

4

1

4

3

2

1

2

3
a2cos

22

=−=�
�

�
�
�

�
−�

�

�

�

�
�

�

�
=⋅ . 

2) Demonstre as identidades trigonométricas: 

(a) ( )
1xgcot

xseccos
x2sec

2

2

−
=⋅  

Partindo do 2
o
 membro, tem-se: 

( )
( )x2sec

x2cos

1

xtg1

xtg1

1

xtg1

xtg1

xgcot

1
1

xgcot

1
1

1xgcot

1xgcot

1xgcot

xseccos

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

⋅=
⋅

=

+

−
=

=
−

+
=

−

+

=
−

+
=

−

 

(b) 
( )
( )

�
�

�
�
�

�
=

⋅+⋅

⋅−⋅
+

2

x
sec

x2sensenx2

x2sensenx2
1 2  

Partindo do 1
o
 membro, vem: 

( )
( )

( ) ( )
( )

=
⋅+⋅

⋅−⋅+⋅+⋅
=

⋅+⋅

⋅−⋅
+

x2sensenx2

x2sensenx2x2sensenx2

x2sensenx2

x2sensenx2
1  
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( )
=

⋅⋅+⋅

⋅
=

⋅+⋅

⋅
=

xcossenx2senx2

senx4

x2sensenx2

senx4
 

( )
�
�

�
�
�

�
=

�
�

�
�
�

�
=

+
=

+
=

+⋅⋅

⋅
=

2

x
sec

2

x
cos

1

2

xcos1

1

xcos1

2

xcos1senx2

senx4 2

2

 

3) Calcular ( )o15sen  e ( )o15cos . 

Ao invés de se utilizar as fórmulas de adição de arcos, podem-se u-

sar as fórmulas do arco metade, como segue: 

( ) ( )
2

32

2

2

3
1

2

30cos1

2

30
sen15sen

oo
o −

=
−

=
−

=�
�

�

�

�
�

�

�
=  

( ) ( )
2

32

2

2

3
1

2

30cos1

2

30
cos15cos

oo
o +

=
+

=
+

=�
�

�

�

�
�

�

�
=  

4) Dado que 
13

5
senx = , com 

2
x0

π
<< , calcular �

�

�
�
�

�
+

π

2

x

2
sen . 

Como 
2

x0
π

<< , segue-se que 
42

x
0

π
<< . Assim, o arco �

�

�
�
�

�
+

π

2

x

2
 

pertence ao 2
o
 quadrante; então: 

2

xcos1

2

x
cos

2

x

2
sen

2

x

2
sen

2

x

2
sen

+
=�

�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
−

π
=��

�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
+

π
−π=�

�

�
�
�

�
+

π
 

Tem-se: 

13

12
xcos

169

144

169

25
1xcos

13

5
senx 2 =∴=−=�= ; 

então, vem: 

====

+

=
+

=�
�

�
�
�

�
+

π

26

5

26

25

2

13

25

2

13

12
1

2

xcos1

2

x

2
sen  

26

265

26

26

26

5 ⋅
=⋅= . 
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Exercícios propostos: 

1) Demonstrar que gacot
2

a
gcotaseccos −�

�

�
�
�

�
= . 

2) Demonstre a identidade trigonométrica: 

( ) ( ) xseccos
2

x
gcotx2seccosx2gcot −�

�

�
�
�

�
=⋅+⋅  

3) Sabendo que 
2

a0
π

<< , calcule �
�

�
�
�

�
+�
�

�
�
�

�

2

a
gcot

2

a
tg  em função de 

funções trigonométricas do arco a.  

��
�

�
��
�

�
⋅=�

�

�
�
�

�
+�
�

�
�
�

�
aseccos2

2

a
gcot

2

a
tg:.R  

6.4 Transformação de soma em produto 

Já se conhecem as fórmulas de adição e subtração de arcos. Combi-

nando, de maneira conveniente, as fórmulas de seno e cosseno des-

ses arcos, podem-se transformar alguns tipos de somas em produtos, 

obtendo fórmulas que são úteis em certos casos de equações trigo-

nométricas, entre outras aplicações. Têm-se: 

(1) ( ) senbacosbcossenabasen ⋅+⋅=+  

(2) ( ) senbacosbcossenabasen ⋅−⋅=−  

(3) ( ) senbsenabcosacosbacos ⋅−⋅=+  

(4) ( ) senbsenabcosacosbacos ⋅+⋅=−  

Efetuam-se as operações: 

(1) + (2): ( ) ( ) bcossena2basenbasen ⋅⋅=−++  

(1) – (2): ( ) ( ) senbacos2basenbasen ⋅⋅=−−+  

(3) + (4): ( ) ( ) bcosacos2bacosbacos ⋅⋅=−++  

(3) – (4): ( ) ( ) senbsena2bacosbacos ⋅⋅−=−−+  

Fazendo: 

�
	



=−

=+

qba

pba
, 
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vem: 

�
�
�

��
	




−
=

+
=

2

qp
b

2

qp
a

. 

Então: 

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=+

2

qp
cos

2

qp
sen2senqsenp  

�
�

�
�
�

� +
⋅�
�

�
�
�

� −
⋅=−

2

qp
cos

2

qp
sen2senqsenp  

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=+

2

qp
cos

2

qp
cos2qcospcos  

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅−=−

2

qp
sen

2

qp
sen2qcospcos  

Essas quatro fórmulas permitem transformar as expressões dos tipos 

senqsenp ±  e qcospcos ±  em produtos. Quando se tratar da soma 

ou diferença de um seno e um cosseno, pode-se recair em uma das 

expressões anteriores substituindo-se pelo seno ou cosseno do arco 

complementar. 

Exercícios: 

1) Transformar em produto, sendo x um arco do 1
o
 quadrante: 

(a) ( ) ( )x6senx4senA ⋅+⋅=  

Aqui, tem-se px4 =⋅ 4.x = p e qx6 =⋅ ; então: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) xcosx5sen2xcosx5sen2

2

x6x4
cos

2

x6x4
sen2x6senx4senA

⋅⋅⋅=−⋅⋅⋅=

=�
�

�
�
�

� ⋅−⋅
⋅�
�

�
�
�

� ⋅+⋅
⋅=⋅+⋅=

 

(b) ( ) 1x2seny −⋅=  

1
a
 forma: escreve-se: 

( ) �
�

�
�
�

� π
−⋅=

2
senx2seny . 

Então: 
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( ) =

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π
+⋅

⋅

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π
−⋅

⋅=�
�

�
�
�

� π
−⋅=

2

2
x2

cos
2

2
x2

sen2
2

senx2seny  

=�
�

�
�
�

� π
−−

π
⋅�
�

�
�
�

� π
−⋅=�

�

�
�
�

� π
+⋅�

�

�
�
�

� π
−⋅=

4
x

2
sen

4
xsen2

4
xcos

4
xsen2  

�
�

�
�
�

� π
−⋅−=

=�
�

�
�
�

� π
−⋅�

�

�
�
�

� π
−⋅−=�

�

�
�
�

�
−

π
⋅�
�

�
�
�

� π
−⋅=

4
xsen2

4
xsen

4
xsen2x

4
sen

4
xsen2

2

 

2
a
 forma: pode-se escrever: 

( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

� π
−+⋅=−+⋅=

2
senx2sen1x2seny . 

Assim, vem: 

( ) ( ) forma1
2

senx2sen
2

senx2seny a=�
�

�
�
�

� π
−⋅=�

�

�
�
�

� π
−+⋅=  

3
a
 forma: escreve-se: 

( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

� π⋅
+⋅=−+⋅=

2

3
senx2sen1x2seny . 

Então: 

( )

�
�

�
�
�

� π⋅
−⋅�

�

�
�
�

� π⋅
+⋅=

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π⋅
−⋅

⋅

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π⋅
+⋅

⋅=�
�

�
�
�

� π⋅
+⋅=

4

3
xcos

4

3
xsen2

2

2

3
x2

cos
2

2

3
x2

sen2
2

3
senx2seny

 

Se 
�

��
π

<< , então 
4

3

24

3
x

4

3 π⋅
+

π
<

π⋅
+<

π⋅
, ou seja, 

4

5

4

3
x

4

3 π⋅
<

π⋅
+<

π⋅
. Assim, o arco �

�

�
�
�

� π⋅
+

4

3
x  pode pertencer ao 

2
o
 ou ao 3

o
 quadrante. 

Se �
�

�
�
�

� π⋅
+

4

3
x  pertence ao 2

o
 quadrante, vem: 
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�
�

�
�
�

� π
−−=�

�

�
�
�

�
−

π
=�

�

�
�
�

� π⋅
−−π=�

�

�
�
�

� π⋅
+

4
xsenx

4
sen

4

3
xsen

4

3
xsen  

Se �
�

�
�
�

� π⋅
+

4

3
x  pertence ao 3

o
 quadrante, vem: 

�
�

�
�
�

� π
−−=�

�

�
�
�

�
π−

π⋅
+−=�

�

�
�
�

� π⋅
+

4
xsen

4

3
xsen

4

3
xsen . 

Logo, independentemente do arco estar no 2
o
 ou ao 3

o
 quadrante, 

tem-se que 

�
�

�
�
�

� π
−−=�

�

�
�
�

� π⋅
+

4
xsen

4

3
xsen . 

Por outro lado, tem-se: 

�
�

�
�
�

� π
−=�

�

�
�
�

�
+

π
−=

=��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
−

π⋅
−

π
=�

�

�
�
�

�
−

π⋅
=�

�

�
�
�

� π⋅
−

4
xsenx

4
sen

x
4

3

2
senx

4

3
cos

4

3
xcos

 

Assim, a expressão dada inicialmente fica: 

�
�

�
�
�

� π
−⋅−=�

�

�
�
�

� π
−⋅�

�

�
�
�

� π
−⋅−=

=�
�

�
�
�

� π⋅
−⋅�

�

�
�
�

� π⋅
+⋅=

4
xsen2

4
xsen

4
xsen2

4

3
xcos

4

3
xsen2y

2

 , 

como se havia obtido nas duas formas anteriores de resolução. 

(c) ( ) ( ) senaa3sen2a7seny −⋅⋅+⋅=  

Pode-se escrever: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]=−⋅+⋅+⋅= senaa3sena3sena7seny  

=�
�

�
�
�

� +⋅
⋅�
�

�
�
�

� −⋅
⋅+�

�

�
�
�

� ⋅−⋅
⋅�
�

�
�
�

� ⋅+⋅
⋅=

2

aa3
cos

2

aa3
sen2

2

a3a7
cos

2

a3a7
sen2  

( ) ( ) ( ) ( ) =⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅= a2cosasen2a2cosa5sen2  

( ) ( ) ( )[ ]=+⋅⋅⋅⋅= asena5sena2cos2  

( ) =�
�

�
�
�

� −⋅
⋅�
�

�
�
�

� +⋅
⋅⋅⋅⋅=

2

aa5
cos

2

aa5
sen2a2cos2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a3sena2cos4a2cosa3sena2cos4 2 ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

2) Transformar as expressões seguintes em outras equivalentes, u-



 122

sando as fórmulas de transformação de soma em produto: 

(a) 
senbsena

senbsena
y

−

+
=  

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
=

=

�
�

�
�
�

� −

�
�

�
�
�

� −

⋅

�
�

�
�
�

� +

�
�

�
�
�

� +

=

�
�

�
�
�

� +
⋅�
�

�
�
�

� −
⋅

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅

=

2

ba
gcot

2

ba
tg

2

ba
sen

2

ba
cos

2

ba
cos

2

ba
sen

2

ba
cos

2

ba
sen2

2

ba
cos

2

ba
sen2

y

 

(b) ( )CBAsensenCsenBsenAy ++−++=  

Tem-se: 

�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=+

2

BA
cos

2

BA
sen2senBsenA  

( ) =++− CBAsensenC  

( ) ( )
=�
�

�
�
�

� +++
⋅�
�

�
�
�

� ++−
⋅=

2

CBAC
cos

2

CBAC
sen2  

�
�

�
�
�

� ⋅++
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅−=

=�
�

�
�
�

� ⋅++
⋅�
�

�
�
�

� +
−⋅=

2

C2BA
cos

2

BA
sen2

2

C2BA
cos

2

BA
sen2

 

Então, vem: 

=�



�
�
�

�
�
�

�
�
�

� ⋅++
−�
�

�
�
�

� −
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=

2

C2BA
cos

2

BA
cos

2

BA
sen2y  

( ) =

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� ⋅++
−

−

⋅

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� ⋅++
+

−

⋅−⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=

2

2

C2BA

2

BA

sen
2

2

C2BA

2

BA

sen2
2

BA
sen2

=�
�

�
�
�

� +
−⋅�

�

�
�
�

� +
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅−=

2

CB
sen

2

CA
sen

2

BA
sen4  

�
�

�
�
�

� +
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=

2

CB
sen

2

CA
sen

2

BA
sen4  

(c) ( ) ( )oo 60cos70seny −=  
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1
a
 forma: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )oo
oooo

ooooo

50cos20sen2
2

3070
cos

2

3070
sen2

30sen70sen6090sen70seny

⋅⋅=
�
�

�

�

�
�

�

� +
⋅
�
�

�

�

�
�

�

� −
⋅=

=−=−−=

 

2
a
 forma: 

( ) ( ) ( ) ( )=−=−−= ooooo
60cos20cos60cos7090cosy  

=
�
�

�

�

�
�

�

� −
⋅
�
�

�

�

�
�

�

� +
⋅−=

2

6020
sen

2

6020
sen2

oooo

 

( ) ( )=−⋅⋅−= oo 20sen40sen2  

( ) ( ) ( ) ( )=−⋅⋅=⋅⋅= ooooo 4090cos20sen220sen40sen2  

( ) ( )oo 50cos20sen2 ⋅⋅=  

(d) 
xcos

1
senx2y +⋅=  

( )
=

+⋅
=

+⋅⋅
=

xcos

1x2sen

xcos

1xcossenx2
y  

( ) =��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

� π
+⋅⋅=

2
senx2sen

xcos

1
 

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π
−⋅

⋅

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� π
+⋅

⋅⋅=
2

2
x2

cos
2

2
x2

sen2
xcos

1
 

=�
�

�
�
�

� π
−⋅�

�

�
�
�

� π
+⋅⋅=

4
xcos

4
xsen2

xcos

1
 

=�
�

�
�
�

�
−

π
⋅�
�

�
�
�

� π
+⋅⋅= x

4
cos

4
xsen2

xcos

1
 

=��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
−

π
−

π
⋅�
�

�
�
�

� π
+⋅⋅= x

42
sen

4
xsen2

xcos

1
 

=�
�

�
�
�

�
+

π
⋅�
�

�
�
�

� π
+⋅⋅= x

4
sen

4
xsen2

xcos

1
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xcos

4
xsen2

4
xsen

xcos

1
2

2

2
�
�

�
�
�

� π
+⋅

=�
�

�
�
�

� π
+⋅⋅=  

3) Transformar ( ) xcosx6sen2N ⋅⋅⋅=  em uma soma ou diferença 

de funções trigonométricas. 

1
a
 forma: faz-se 

�
�
�

��
	




=
−

⋅=
+

x
2

qp

x6
2

qp

, 

de onde vem que x7p ⋅=  e x5q ⋅= . Então: 

( ) ( ) ( )x5senx7senxcosx6sen2N ⋅+⋅=⋅⋅⋅=  

2
a
 forma: faz-se 

�
�
�

��
	




=
+

⋅=
−

x
2

qp

x6
2

qp

, 

de onde vem que x7p ⋅=  e x5q ⋅−= . Então: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x5senx7senx5senx7senxcosx6sen2N ⋅+⋅=⋅−−⋅=⋅⋅⋅=  

4) Calcular o valor numérico da expressão: 

�
�

�
�
�

� π⋅
⋅�
�

�
�
�

� π⋅
⋅=

12

5
cos

12

7
sen2y . 

Fazendo 

�
�
�

��
	




π⋅
=

−

π⋅
=

+

12

5

2

qp

12

7

2

qp

, 

obtêm-se π=p  e 
6

q
π

= . Assim: 

( )
2

1

2

1
0

6
sensen

12

5
cos

12

7
sen2y =+=�

�

�
�
�

� π
+π=�

�

�
�
�

� π⋅
⋅�
�

�
�
�

� π⋅
⋅= . 
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Exercícios propostos: 

1) Transformar em produto, sendo x um arco do 1
o
 quadrante: 

(a) xcos1A +=  ��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
⋅=

2

x
cos2A:.R

2  

(b) xcossenxN −=  ��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

� π
−⋅=

4
xsen2N:.R  

2) Transformar a expressão ( )basensenbsenay +++=  em outra 

equivalente, usando as fórmulas de transformação de soma em pro-

duto. 

��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
⋅�
�

�
�
�

�
⋅�
�

�
�
�

� +
⋅=

2

b
cos

2

a
cos

2

ba
sen4y:.R  

3) Transformar ( ) ( )x2senx4sen2N ⋅⋅⋅⋅−=  em uma soma ou dife-

rença de funções trigonométricas. ( ) ( )( )x2cosx6cosN:.R ⋅−⋅=  

4) Calcular o valor numérico das expressões: 

(a) �
�

�
�
�

� π⋅
⋅�
�

�
�
�

� π⋅
=

12

7
sen

12

13
seny  �

�

�
�
�

�
−=

4

1
y:.R  

(b) �
�

�
�
�

� π
⋅�
�

�
�
�

� π⋅
=

12
cos

12

7
cosy  �

�

�
�
�

�
−=

4

1
y:.R  





7 EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 

São equações nas quais a incógnita faz parte do arco de alguma fun-
ção trigonométrica. Exemplos: 

1) �
�

�
�
�

� π
−⋅=

4
x2sensenx  

2) �
�

�
�
�

� π
+=

3
xtgtgx  

Resolver uma equação desse tipo significa encontrar os valores de x, 
caso existam, que a tornem uma sentença numérica verdadeira. Es-
ses valores dos arcos (ou ângulos) que verificam uma equação trigo-
nométrica chamam-se soluções da equação. 
Como a um determinado valor de uma função circular corresponde 
uma infinidade de valores do arco, toda equação trigonométrica tem 
infinitas soluções, a menos que haja condições para a equação. 
Não existe um método único para resolver todas as equações trigo-
nométricas. Entretanto, a maioria delas pode ser transformada, por 
meio das relações já vistas, em outras mais simples, equivalentes, de 
mesma solução. Grande parte das equações trigonométricas pode ser 
solucionada resolvendo-se as equações fundamentais, indicadas a 
seguir: 

(1) senasenx =  

 
FIGURA 1 
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Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM , de 
medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem o mesmo seno 
do arco de medida a. Também possuem o mesmo seno de a todos os 
arcos de extremidade M′ , simétrico de M em relação ao eixo dos 
senos (Figura 1). 
Então: 

Ζ∈∀
�
�

�
	




π⋅⋅+−π=

π⋅⋅+=

⇔= k;

k2ax

ou

k2ax

senasenx . 

Exemplos: 

1) 
2

1
senx =  

Pode-se escrever: 

Ζ∈∀

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅+
π⋅

=�π⋅⋅+
π

−π=

π⋅⋅+
π

=

⇔�
�

�
�
�

� π
= k;

k2
6

5
xk2

6
x

ou

k2
6

x

6
sensenx

 
Logo, a solução da equação dada é: 

�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅⋅+
π⋅

=π⋅⋅+
π

=∈= k;k2
6

5
xouk2

6
x/RxS . 

2) 1senx −=  
Para todo Ζ∈k , a equação pode ser escrita na forma: 

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅+
π

−=�π⋅⋅+
π⋅

−π=

π⋅⋅+
π⋅

=

⇔�
�

�
�
�

� π⋅
=

k2
2

xk2
2

3
x

ou

k2
2

3
x

2

3
sensenx  

Os arcos 
2

3 π⋅
 e 

2

π
−  têm a mesma extremidade no ciclo trigonomé-

trico e, portanto, ambas as soluções são iguais. Logo, a solução da 
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equação dada é: 

�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅⋅+
π⋅

=∈= k;k2
2

3
x/RxS . 

3) ( ) senxx2sen =⋅  

Aqui, tem-se: 

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅
+

π
=

π⋅⋅=

�
�
�

�
	




π⋅⋅+π=⋅

π⋅⋅=

�
�
�

�
	




π⋅⋅+−π=⋅

π⋅⋅+=⋅

3

k2

3
x

ou

k2x

k2x3

ou

k2x

k2xx2

ou

k2xx2

 

�


�

�
	



Ζ∈∀
π⋅⋅

+
π

=π⋅⋅=∈=∴ k;
3

k2

3
xouk2x/RxS . 

Para se conhecerem algumas soluções particulares da equação dada, 
basta que se atribuam valores inteiros a k, como segue: 
• da solução π⋅⋅= k2x  obtêm-se, por exemplo, as soluções: 

0x0k =�=  

π⋅=�= 2x1k  

π⋅−=�−= 2x1k  

�  

• da solução 
3

k2

3
x

π⋅⋅
+

π
=  obtêm-se, por exemplo, as soluções: 

3
x0k

π
=�=  

π=
π⋅

+
π

=�=
3

2

3
x1k  

3

5

3

4

3
x2k

π⋅
=

π⋅
+

π
=�=  

33

2

3
x1k

π
−=

π⋅
−

π
=�−=  

π−=
π⋅

−
π

=�−=
3

4

3
x2k  

�  

4) ( ) 02x3sen2 =+⋅⋅  
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Nesse caso, pode-se escrever: 

( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

� π
−=⋅�−=⋅�=+⋅⋅

4
senx3sen

2

2
x3sen02x3sen2 . 

Então: 

�

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅+
π⋅

=⋅

π⋅⋅+
π

−=⋅

�

�
�
�

�

��
�

	




π⋅⋅+�
�

�
�
�

� π
−−π=⋅

π⋅⋅+
π

−=⋅

k2
4

5
x3

ou

k2
4

x3

k2
4

x3

ou

k2
4

x3

 

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅
+

π⋅
=

π⋅⋅
+

π
−=

�

3

k2

12

5
x

ou

3

k2

12
x

 

�


�

�
	



Ζ∈∀
π⋅⋅

+
π⋅

=
π⋅⋅

+
π

−=∈=∴ k;
3

k2

12

5
xou

3

k2

12
x/RxS . 

5) 1xcossenx =+  
Aqui, tem-se: 

( )
( )

( )�
�

�
	




=

=

�=−⋅�

�=⋅−⋅�+⋅−=−�

�+⋅−=�−=�=+

II1senx

ou

I0senx

01senxsenx

0senx2xsen2xsensenx21xsen1

xsensenx21xcossenx1xcos1xcossenx

222

22

 

De (I), vem: 
0sensenx0senx =⇔=  

( )�
�

�
	




π⋅+⋅=�π⋅⋅+π=�π⋅⋅+−π=

π⋅⋅=�π⋅⋅+=

∴

1k2xk2xk20x

ou

k2xk20x

 

De (II), vem: 

�
�

�
�
�

� π
=⇔=

2
sensenx1senx  
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�
�

�

�
�

	




π⋅⋅+
π

=�π⋅⋅+
π

−π=

π⋅⋅+
π

=

∴

k2
2

xk2
2

x

ou

k2
2

x

 

Uma vez que a equação dada inicialmente foi elevada ao quadrado, 
é preciso verificar se as soluções obtidas a satisfazem. Faz-se, assim, 
a verificação: 
• de π⋅⋅= k2x , vem: 

( ) ( ) 110k2cosk2sen =+=π⋅⋅+π⋅⋅ , 

ou seja, esta é uma solução da equação dada; 
• de ( ) π⋅+⋅= 1k2x , vem: 

( )[ ] ( )[ ] 1101k2cos1k2sen −=−=π⋅+⋅+π⋅+⋅ , 

e, portanto, esta não é solução da equação dada; 

• de π⋅⋅+
π

= k2
2

x , vem: 

101k2
2

cosk2
2

sen =+=�
�

�
�
�

�
π⋅⋅+

π
+�
�

�
�
�

�
π⋅⋅+

π
, 

ou seja, esta também é uma solução da equação dada. 
Logo, o conjunto solução da equação é:  

�


�

�
	



Ζ∈π⋅⋅+
π

=π⋅⋅=∈= k;k2
2

xouk2x/RxS . 

(2) acosxcos =  

Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM , de 
medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem o mesmo cos-
seno do arco de medida a, assim como todos os arcos de extremida-
de �′ , simétrico de M em relação ao eixo dos cossenos (Figura 2). 
Então: 

Ζ∈∀
�
�

�
	




π⋅⋅+−π⋅=

π⋅⋅+=

⇔= k;

k2a2x

ou

k2ax

acosxcos , 

ou: 
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Ζ∈∀
�
�

�
	




π⋅⋅+−=

π⋅⋅+=

⇔= k;

k2ax

ou

k2ax

acosxcos  , 

ou, ainda: 
Ζ∈∀π⋅⋅+±=⇔= k;k2axacosxcos . 

 
FIGURA 2 

Exemplos: 

1xcos)1 −=  

A equação pode ser escrita ma forma: 
π⋅⋅+π±=⇔π= k2xcosxcos  

( ) Ζ∈∀π⋅+⋅=π⋅⋅+π=∴ k;1k2k2x  
Logo, a solução da equação dada é: 

( ){ }Ζ∈∀π⋅+⋅=∈= k;1k2x/RxS . 

�
�

�
�
�

� π⋅
=

3

2
secxsec)2  

Escreve-se: 

π⋅⋅+
π⋅

±=⇔�
�

�
�
�

� π⋅
=�

�
�

�
�
�

� π⋅
= k2

3

2
x

3

2
cosxcos

3

2
cos

1

xcos

1
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�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅⋅+
π⋅

±=∈=∴ k;k2
3

2
x/RxS . 

3) xcos1xsen2 +=  
Da equação dada, vem: 

( ) ( ) xcos1xcos1xcos1xcos1xcos1 2 +=+⋅−�+=−  (I) 

Há duas possibilidades a considerar: 

�
�

�
	




−≠

−=

�
�

�
	




≠+

=+

1xcos

ou

1xcos

,sejaou,

0xcos1

ou

0xcos1

. 

Se 1xcos −= , vem, pelo exemplo 1, que ( ) π⋅+⋅= 1k2x . 

Se 1xcos −≠ , pode-se dividir ambos os membros da equação (I) 

pela expressão ( )xcos1+  e, portanto, tem-se: 

π⋅⋅+
π

±=⇔
π

=�=�=− k2
2

x
2

cosxcos0xcos1xcos1 . 

A solução π⋅⋅+
π

±= k2
2

x  pode ser escrita na forma π⋅+
π

= k
2

x . 

Assim, o conjunto solução da equação é: 

( )
�


�

�
	



Ζ∈π⋅+
π

=π⋅+⋅=∈= k;k
2

xou1k2x/RxS . 

4) ( )
2

x0para,1x5cos2
π

<<=⋅⋅ . 

Pode-se escrever: 

( ) ( ) �
�

�
�
�

� π
=⋅�=⋅

3
cosx5cos

2

1
x5cos  

�
�

�

�
�

	




π⋅⋅
+

π
−=

π⋅⋅
+

π
=

�π⋅⋅+
π

±=⋅∴

5

k2

15
x

ou

5

k2

15
x

k2
3

x5  . 

Para que os arcos provenientes das soluções obtidas satisfaçam a 
condição inicial, devem-se atribuir valores inteiros a k. Assim, vem: 
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�
�

�

�
�

	




<
π⋅

−
π

−=

<
π⋅

−
π

=

�−=

0
5

2

15
x

ou

0
5

2

15
x

1k  ∴ não serve; 

É fácil ver que para todo k < 0, tem-se x < 0, que não satisfaz a con-
dição inicial. Tomam-se, assim, valores não negativos de k: 

�
�

�

�
�

	




π
−=

π
=

�=

)servenão(
15

x

ou

)serve(
15

x

0k  

�
�

�

�
�

	




π
=

π⋅
=

π⋅
+

π
−=

π⋅
=

π⋅
+

π
=

�=

)serve(
315

5

5

2

15
x

ou

)serve(
15

7

5

2

15
x

1k  

�
�

�

�
�

	




π
>

π⋅
=

π⋅
+

π
−=

π
>

π⋅
=

π⋅
+

π
=

�=

)servenão(
215

11

5

4

15
x

ou

)servenão(
215

13

5

4

15
x

2k . 

Constata-se, assim, que há apenas três valores de x que satisfazem a 
equação dada, com a condição exigida: 

�


�

�
	

 ππ⋅π

=
3

;
15

7
;

15
S . 

5) 01xcos3xcos2 2 =+⋅−⋅  
Tem-se, aqui, uma equação do 2o grau na variável cosx que, resolvi-
da, fornece as soluções: 

�
�

�

�
�

	




=

=

)II(
2

1
xcos

ou

)I(1xcos

 . 
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De (I), vem: 
π⋅⋅=⇔=�= k2x0cosxcos1xcos  

De (II), vem: 

π⋅⋅+
π

±=⇔�
�

�
�
�

� π
=�= k2

3
x

3
cosxcos

2

1
xcos . 

Portanto, tem-se: 

�


�

�
	



Ζ∈π⋅⋅+
π

±=π⋅⋅=∈= k;k2
3

xouk2x/RxS  

(3) tgatgx =  

Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado 
∩

AM , de 
medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem a mesma tan-
gente do arco de medida a, assim como todos os arcos de extremi-
dade �′ , simétrico de M em relação ao centro do ciclo (Figura 3). 

 
FIGURA 3 

Então: 

( )
Ζ∈∀

�
�

�
	




π⋅+⋅+=π⋅⋅++π=

π⋅⋅+=

⇔= k;

1k2ak2ax

ou

k2ax

tgatgx . 

As soluções anteriores podem ser escritas em uma só, da seguinte 
forma: 
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Ζ∈∀π⋅+=⇔= k;kaxtgatgx . 

Exemplos: 

( )
3

3
x2tg)1 −=⋅  

Escreve-se a equação na forma: 

( )
2

k

12

5
xk

6

5
x2

6

5
tgx2tg

π⋅
+

π⋅
=�π⋅+

π⋅
=⋅⇔�

�

�
�
�

� π⋅
=⋅  

Logo, a solução da equação dada é: 

�


�

�
	



Ζ∈∀
π⋅

+
π⋅

=∈= k;
2

k

12

5
x/RxS . 

Pode-se resolver essa equação de outra forma, escrevendo: 

( )
2

k

12
xk

6
x2

6
tgx2tg

π⋅
+

π
−=�π⋅+

π
−=⋅⇔�

�

�
�
�

� π
−=⋅ . 

As duas soluções, embora escritas de forma diferente, são equivalen-
tes, isto é, geram os mesmo arcos, dependendo do número inteiro k 
que se utilize. Usando a primeira solução obtida, têm-se, por exem-
plo, os arcos: 

12

5
x0k

π⋅
=�=  

12

11

212

5
x1k

π⋅
=

π
+

π⋅
=�=  

12

17

12

5
x2k

π⋅
=π+

π⋅
=�=  

12212

5
x1k

π
−=

π
−

π⋅
=�−=  

12

7

12

5
x2k

π⋅
−=π−

π⋅
=�−=  

�  
Já da segunda solução, têm-se: 

12
x0k

π
−=�=  

12

5

212
x1k

π⋅
=

π
+

π
−=�=  
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12

11

12
x2k

π⋅
=π+

π
−=�=  

12

7

212
x1k

π⋅
−=

π
−

π
−=�−=  

12

13

12
x2k

π⋅
−=π−

π
−=�−=  

�  
É fácil ver que se obterão os mesmos valores para o arco x, confor-
me se variam os valores de k.  

2) 2gxcottgx =+  

Faz-se: 

( ) 01tgx01tgx2xtg2
tgx

1xtg
2

tgx

1
tgx 22

2

=−�=+⋅−�=
+

�=+

. 
Assim, tgx = 1 é uma raiz dupla da equação do 2o grau na variável 
tgx. Portanto, vem: 

π⋅+
π

=⇔�
�

�
�
�

� π
=�= k

4
x

4
tgtgx1tgx  

�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅+
π

=∈=∴ k;k
4

x/RxS . 

3) tgx1xsec2 −=  

Tem-se: 

( )
�
�

�
	




−=

=

�=+⋅�=+�−=+

1tgx

ou

0tgx

01tgxtgx0tgxxtgtgx1xtg1 22 . 

Assim, vem: 
π⋅=⇔=�= kx0tgtgx0tgx  

π⋅+
π

−=⇔�
�

�
�
�

� π
−=�−= k

4
x

4
tgtgx1tgx  

�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅+
π

−=π⋅=∈=∴ k;k
4

xoukx/RxS . 
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4) ( )x2tg
8

xtg ⋅=�
�

�
�
�

� π
−  

Tem-se: 

π⋅−
π

−=�π⋅+
π

=−�π⋅+⋅=
π

− k
8

xk
8

xkx2
8

x  

Como k é um número inteiro, que ora é positivo, ora é negativo, po-

de-se escrever: π⋅+
π

−= k
8

x . Assim: 

�


�

�
	



Ζ∈∀π⋅+
π

−=∈= k;k
8

x/RxS . 



8 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 

8.1 Introdução. Conceitos importantes no estudo de funções são os 
de função injetora e função sobrejetora. Dados dois conjuntos não 
vazios A e B e uma função f  de A em B, define-se: 
• y = f(x) é injetora se: 

( ) ( ) 2121 xxxfxf =�= , ou seja, 2121 xxyy =�= . 

Isto significa que cada y pertencente ao conjunto Im(f) é imagem de 

um único x do domínio de f . 
Equivalentemente, tem-se: ( ) ( )2121 xfxfxx ≠�≠ . Assim, ele-

mentos distintos do domínio de f  têm imagens diferentes. 
Por outro lado, tem-se: 
• y = f(x) é sobrejetora se ∀ y ∈ CD(f), ∃ x ∈ D(f) / y = f(x), isto é: 
Im(f) = CD(f). 
Isto significa que todo elemento de B é imagem de pelo menos um x 

do domínio de f . 
Se f  é uma função de R  em R , tem-se, graficamente, que: 
• se f  é injetora, toda reta horizontal que intercepta o gráfico de f  
o faz em um único ponto; 
• se f  é sobrejetora, toda reta horizontal intercepta o gráfico de f  
em pelo menos um ponto. 
Assim, para que f  seja ao mesmo tempo injetora em sobrejetora, 
toda reta horizontal deve interceptar seu gráfico em um único ponto 
(Figura 1). 

         
FIGURA 1 

É fácil ver que uma função que é sempre crescente ou sempre de-
crescente em seu domínio é injetora. A Figura 2 mostra uma função 
que não é sobrejetora, nem injetora. 
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FIGURA 2 

Quando a função é, ao mesmo tempo, injetora e sobrejetora, diz-se 
que ela é bijetora. Assim, uma função é bijetora quando cada ele-
mento do contra-domínio é imagem de um único elemento de seu 
domínio. 

8.2 Função inversa. Se uma função f  é bijetora, ela admite inver-

sa, ou seja, é inversível. Isto acontece porque se cada ( )fCDy∈  é 

imagem de um único ( )fDx ∈ , então entre os valores de x e de y se 

estabelece uma relação biunívoca. Assim, interpretando os valores 
de y como valores da variável independente e os valores de x como 
valores da função, obtém-se x como função de y: ( )ygx = . Esta 

função chama-se inversa da função ( )xfy = . 

Notação: ( )yfxf 11 −− =∴ . 

Formalmente, tem-se: 
Dada a função bijetora BA:f → , chama-se função inversa de f , 

indicada por 1f − , a função AB:f 1 →−  que associa cada y ∈ B ao 

elemento x ∈ A, tal que ( )xfy = . 

Logo, como conseqüência imediata, tem-se que o domínio de f  

passa a ser a imagem de 1f −  e a imagem de f torna-se o domínio de 
1f − : ( ) ( )fImfD 1 =−  e ( ) ( )fDfIm 1 =−  (Figura 3). 
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FIGURA 3 

Para se determinar analiticamente a inversa de uma função bijetora 
f , utiliza-se o seguinte procedimento: 
• isola-se a variável x na expressão dada de f ; 
• troca-se y por x e x por y. 

Os gráficos de f  e de 1f −  são simétricos em relação à reta y = x. 

8.3 Funções trigonométricas inversas 

8.3.1 Função arco-seno 

Da forma como foi definida anteriormente, a função seno não é so-
brejetora, já que seu contra-domínio não é igual à sua imagem. Para 
torná-la sobrejetora, basta que se tome seu contra-domínio como 
sendo o intervalo [ ]1,1− , ou seja, a função passa a ser definida da 

seguinte forma: 
[ ]

(x)ensy  x    

,11-    R:f

=

→

�
 . 

Seu gráfico é apresentado na Figura 4. 
Entretanto, o gráfico mostra que f  não é injetora em seu domínio, já 
que um y da imagem de f  é imagem de pelo menos dois valores 
distintos de x. Na verdade, considerando-se o domínio de f , cada y 
do intervalo [ ]1,1−  é imagem de infinitos valores de x. Logo, f  não 

é bijetora em seu domínio e, portanto, não admite inversa. Para que 
seja possível inverter a função, é preciso fazer restrições em seu 
domínio. Uma vez que funções que são sempre crescentes ou sem-
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pre decrescentes são injetoras, deve-se restringir o domínio a um in-
tervalo onde isso ocorra. 

 
FIGURA 4 

Por definição, adota-se o intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
, no qual a função é 

crescente e, portanto, injetora. Logo, a função passa a ser definida da 
seguinte forma: 

[ ]

(x)ensy   x    

1,1-    
2

,
2

:f

=

→�
�

�
�
�

� ππ
−

�

, 

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 

 
FIGURA 5 
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Se senxy = , então x é o arco cujo seno vale y; escrevemos: 

arcsenyx = . Trocando x por y, obtém-se arcsenxy = , isto é, a fun-

ção inversa de f  é: ( ) arcsenxxf 1 =− . 

Tem-se: ( ) ( ) [ ]1,1-fImfD 1 ==−  e ( ) ( ) �
�

�
�
�

� ππ
−==−

2
,

2
fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈=⇔=

2
,

2
yexsenyarcsenxy . 

Os gráficos de f  e de sua inversa 1f −  são apresentados na Figura 5. 

Observe que o gráfico de ( ) senxxf =  contém os pontos �
�

�
�
�

�
−

π
− 1,

2
 e 

�
�

�
�
�

� π
1,

2
, enquanto que o gráfico de ( ) arcsenxxf 1 =−  contém os pon-

tos �
�

�
�
�

� π
−−

2
,1  e �

�

�
�
�

� π

2
,1 . 

Exemplos: 

1) Se �
�

�
�
�

�
=

2

1
arcseny , então: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈=⇔�

�

�
�
�

�
=

2
,

2
ye

2

1
seny

2

1
arcseny . 

O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
 cujo seno é igual a 

2

1
 é o arco 

6

π
. Logo, 

6
y

π
= . 

2) Se �
�

�

�

�
�

�

�
−=α

2

2
arcsen , então: 

��

�
	



��

�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈α−=α⇔�

�

�

�

�
�

�

�
−=α

2
,

2
e

2

2
sen

2

2
arcsen . 
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O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
 cujo seno é igual a 

2

2
−  é o arco 

4

π
− . Portanto, 

4

π
−=α . 

3) Calcular �
�

�

�

�
�

�

�
⋅=α

2

3
arcsen2 . 

Tem-se: 

��

�
	



��

�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈

α
=�

�

�
�
�

� α
⇔�
�

�

�

�
�

�

�
=

α

2
,

22
e

2

3

2
sen

2

3
arcsen

2
. 

Conclui-se, assim, que: 

3

2

32

π⋅
=α∴

π
=

α
. 

4) Calcular ( )1arcseny −= . 

Tem-se: 

( )
�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈−=⇔−=

2
,

2
ye1seny1arcseny . 

O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
 cujo seno é igual a 

-1 é o arco 
2

π
− . Logo, 

2
y

π
−= . 

8.3.2 Função arco-cosseno 

A exemplo do que ocorre com a função seno, a função cosseno não 
é sobrejetora, nem injetora, como é fácil ver pelo seu gráfico (Figura 
6). 
Para torná-la sobrejetora, basta que se tome seu contra-domínio co-
mo sendo o intervalo [ ]1,1- ; para torná-la injetora, adota-se, por de-

finição, o intervalo [ ]π,0 , no qual a função é decrescente. Logo, a 

função passa a ser definida da seguinte forma: 
[ ] [ ]

(x)cosy  x  

,11-    ,0:f

=

→π

�
, 

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 
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FIGURA 6 

Se xcosy = , então x é o arco cujo cosseno vale y; escrevemos: 

yarccosx = . Trocando x por y, obtém-se xarccosy = , isto é, a 

função inversa de f é: ( ) xarccosxf 1 =− . 

Tem-se: ( ) ( ) [ ]1,1-fImfD 1 ==−  e ( ) ( ) [ ]π==− ,0fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 
[ ]{ }π∈=⇔= ,0yexycosxarccosy . 

A Figura 7 mostra os gráficos de f  e de sua inversa 1f − . 

 
FIGURA 7 
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Exemplos: 

1) Determinar a tal que �
�

�

�

�
�

�

�
=

2

3
arccosa . 

Tem-se: 

[ ]
��

�
	



��

�
�



π∈=⇔�
�

�

�

�
�

�

�
= ,0ae

2

3
acos

2

3
arccosa . 

O único arco que pertence ao intervalo [ ]π,0  cujo cosseno é igual a 

2

3
 é o arco 

6

π
. Logo, 

6
a

π
= . 

2) Se ( )1arccos −=α , então: 

( ) [ ]{ }π∈α−=α⇔−=α ,0e1cos1arccos . 

Portanto, π=α . 

3) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
=

3

1
arccosseny . 

Chamando: �
�

�
�
�

�
=α

3

1
arccos , quer-se calcular α= seny . Tem-se: 

[ ]
�
	



�
�



π∈α=α⇔�
�

�
�
�

�
=α ,0e

3

1
cos

3

1
arccos . 

Uma vez que 0cos >α , conclui-se que Q1o∈α  e vem: 

3

22
sen

9

8

9

1
1cos1sen 22 ⋅

=α∴=−=α−=α , 

ou seja, 

3

22
y

⋅
= . 

4) Calcular �
�

�
�
�

�
−=

2

1
arccosy . 

Tem-se: 

[ ]
�
	



�
�



π∈−=⇔�
�

�
�
�

�
−= ,0ye

2

1
ycos

2

1
arccosy . 

Portanto, 
3

2
y

π⋅
= . 
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8.3.3 Função arco-tangente 

A função tangente tem domínio ( )
�
	



�
�



Ζ∈π⋅+
π

≠∈= kk
2

x/RxD . 

Em seu domínio, a função é sobrejetora, mas não é injetora, como se 
pode ver facilmente pelo seu gráfico (Figura 8). Para torná-la injeto-

ra, considera-se, por definição, o intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
 como sendo 

seu domínio, pois nele a função não tem pontos de descontinuidade 
e é crescente. 

 
FIGURA 8 

Ou seja, a função passa a ser definida da seguinte forma: 

(x)tgy   x    

R    
2

,
2

:f

=

→�
�

�
�
�

� ππ
−

�

, 

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 
Se tgxy = , então x é o arco cuja tangente vale y; escrevemos: 

arctgyx = . Trocando x por y, obtém-se arctgxy = , isto é, a função 

inversa de f  é: ( ) arctgxxf 1 =− . 
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Tem-se: ( ) ( ) RfImfD 1 ==−  e ( ) ( ) �
�

�
�
�

� ππ
−==−

2
,

2
fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈=⇔=

2
,

2
yextgyarctgxy . 

Os gráficos de f  e de sua inversa 1f −  são mostrados na Figura 9. 

 
FIGURA 9 

Exemplos: 

1) Se 0arctg=α , então: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈α=α⇔=α

2
,

2
e0tg0arctg . 

O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

� ππ
−

2
,

2
 cuja tangente é i-

gual a zero é 0=α . 

2) Calcular 
�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
−=

3

3
arctgseny . 
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Chamando: �
�

�

�

�
�

�

�
−=α

3

3
arctg , quer-se calcular α= seny . Tem-se: 

��

�
	



��

�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈α−=α⇔�

�

�

�

�
�

�

�
−=α

2
,

2
e

3

3
tg

3

3
arctg . 

Segue-se que 
6

π
−=α  e vem: 

2

1

6
sen

6
seny −=�

�

�
�
�

� π
−=�

�

�
�
�

� π
−= . 

3) Se 1arctg=α , então: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈α=α⇔=α

2
,

2
e1tg1arctg . 

Portanto, 
4

π
=α . 

8.3.4 Função arco-cotangente 

A função cotangente tem domínio ( ){ }Ζ∈π⋅≠∈= kkx/RxD . 

Em seu domínio, a função é sobrejetora, mas não é injetora, como se 
pode ver facilmente pelo seu gráfico (Figura 10). Para torná-la inje-
tora, considera-se, por definição, o intervalo ( )π,0  como sendo seu 

domínio, pois nele a função não tem pontos de descontinuidade e é 
decrescente. Ou seja, a função passa a ser definida da seguinte for-
ma: 

( )
(x)gcoty   x    

R    ,0:f

=

→π

�
 , 

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 
Se gxcoty = , então x é o arco cuja cotangente vale y; escrevemos: 

gycotarcx = . Trocando x por y, obtém-se gxcotarcy = , isto é, a 

função inversa de f  é: ( ) gxcotarcxf 1 =− . 

Tem-se: ( ) ( ) RfImfD 1 ==−  e ( ) ( ) ( )π==− ,0fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 
( ){ }π∈=⇔= ,0yexgycotgxcotarcy . 

Os gráficos de f  e de sua inversa 1f −  são mostrados na Figura 11. 
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FIGURA 10 

 
FIGURA 11 
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Exemplos: 

1) Se 0gcotarc=α , então: 

( ){ }π∈α=α⇔=α ,0e0gcot0gcotarc . 

O único arco que pertence ao intervalo ( )π,0  cuja cotangente é igual 

a zero é 
2

π
=α . 

2) Calcular 
�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
−=

3

3
gcotarccosy . 

Chamando: �
�

�

�

�
�

�

�
−=α

3

3
gcotarc , quer-se calcular α= cosy . Tem-

se: 

( )
��

�
	



��

�
�



π∈α−=α⇔�
�

�

�

�
�

�

�
−=α ,0e

3

3
gcot

3

3
gcotarc . 

Segue-se que 
3

2 π⋅
=α  e vem: 

2

1

3

2
cosy −=�

�

�
�
�

� π⋅
= . 

3) Se ( )1gcotarc −=α , então: 

( ){ }π∈α−=α⇔=α ,0e1gcot1gcotarc . 

Portanto, 
4

3 π⋅
=α . 

8.3.5 Função arco-secante 

A função secante foi definida da seguinte forma: 

(x)secy  x   

R    D:f

=

→

�
 , 

onde ( )
�
	



�
�



Ζ∈π⋅+
π

≠∈= kk
2

x/RxD . Seu gráfico é mostrado na 

Figura 12. 
Desta forma, a função secante não é injetora em seu domínio, já que 
um y da imagem de f  é imagem de pelo menos dois valores distin-
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tos de x. É preciso, então, fazer restrições em seu domínio, para que 
se torne injetora. Uma vez que funções que são sempre crescentes 
ou sempre decrescentes são injetoras, deve-se restringir o domínio a 
um intervalo onde isso ocorra. Por definição, adota-se o conjunto 

�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
,

22
,0 , no qual a função é crescente ou decrescente e, 

portanto, injetora. 

 
FIGURA 12 

Logo, a função passa a ser definida da seguinte forma: 

(x)ecsy   x    

R    ,
22

,0:f

=

→�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π

�

 . 

Entretanto, a função assim definida não é sobrejetora, já que seu 
contra-domínio não é igual à sua imagem. Para torná-la sobrejetora, 
toma-se seu contra-domínio como sendo o conjunto 
( ] [ )+∞∪−∞− ,11, , ou seja, a função passa a ser definida da seguinte 

forma: 

( ] [ )

(x)ecsy  x    

,11,    ,
22

,0:f

=

+∞∪−∞−→�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π

�

 , 
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sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 
Se xsecy = , então x é o arco cuja secante vale y; escrevemos: 

ysecarcx = . Trocando x por y, obtém-se xsecarcy = , isto é, a 

função inversa de f  é: ( ) xsecarcxf 1 =− . 

Tem-se: 

( ) ( ) ( ] [ )+∞∪−∞−==− ,11,fImfD 1  e 

( ) ( ) �
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
==− ,

22
,0fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
∈=⇔= ,

22
,0yexysecxsecarcy . 

A Figura 13 apresenta os gráficos de f  e de sua inversa 1f − . 

 
FIGURA 13 

Exemplos: 

1) Se 1secarc=α , então: 
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�
	



�
�



�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
∈α=α⇔=α ,

22
,0e1sec1secarc . 

O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
,

22
,0  cuja secan-

te é igual a 1 é 0=α . 

2) Calcular 
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

� ⋅
−=

3

32
secarcseny . 

Chamando: �
�

�

�

�
�

�

� ⋅
−=α

3

32
secarc , quer-se calcular α= seny . Tem-

se: 

��

�
	



��

�
�



�
�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
∈α

⋅
−=α⇔�

�

�

�

�
�

�

� ⋅
−=α ,

22
,0e

3

32
sec

3

32
secarc . 

Tem-se, então: 

2

3

3

3

32

3

32

3
cos −=⋅

⋅
−=

⋅
−=α  e �

�

�
�
�

�
π

π
∪�
�

�
�
�

� π
∈α ,

22
,0 ; 

segue-se que 
6

5 π⋅
=α  e vem: 

2

1

6

5
seny =�

�

�
�
�

� π⋅
= . 

8.3.6 Função arco-cossecante 

A função cossecante foi definida da seguinte forma: 

(x)seccosy  x   

R    D:f

=

→

�
 , 

onde ( ){ }Ζ∈π⋅≠∈= kkx/RxD . Seu gráfico é mostrado na Figu-

ra 14. 
Vê-se que a função cossecante não é injetora em seu domínio, já que 
um y da imagem de f  é imagem de pelo menos dois valores distin-
tos de x. É preciso, então, fazer restrições em seu domínio, para que 
se torne injetora. Uma vez que funções que são sempre crescentes 
ou sempre decrescentes são injetoras, deve-se restringir o domínio a 
um intervalo onde isso ocorra. Por definição, adota-se o conjunto 
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�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−

2
,00,

2
, no qual a função é crescente ou decrescente e, 

portanto, injetora. 
Logo, a função passa a ser definida da seguinte forma: 

(x)ecscosy   x    

R    
2

,00,
2

:f

=

→�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−

�

 . 

 
FIGURA 14 

Entretanto, a função assim definida não é sobrejetora, já que seu 
contra-domínio não é igual à sua imagem. Para torná-la sobrejetora, 
toma-se seu contra-domínio como sendo o conjunto 
( ] [ )+∞∪−∞− ,11, , ou seja, a função passa a ser definida da seguinte 

forma: 

( ] [ )

(x)ecscosy  x    

,11,    
2

,00,
2

:f

=

+∞∪−∞−→�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−

�

 , 

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa. 
Se xseccosy = , então x é o arco cuja cossecante vale y; escreve-

mos: ysecarccosx = . Trocando x por y, obtém-se xsecarccosy = , 
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isto é, a função inversa de f  é: ( ) xsecarccosxf 1 =− . 

Tem-se: 

( ) ( ) ( ] [ )+∞∪−∞−==− ,11,fImfD 1  

( ) ( ) �
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−==−

2
,00,

2
fDfIm 1 . 

Assim, tem-se: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−∈=⇔=

2
,00,

2
yexyseccosxsecarccosy . 

Os gráficos de f  e de sua inversa 1f −  são mostrados na Figura 15. 

 
FIGURA 15 

Exemplos: 

1) Se 1secarccos=α , então: 

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−∈α=α⇔=α

2
,00,

2
e1seccos1secarccos . 

O único arco que pertence ao intervalo �
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−

2
,00,

2
 cuja cos-
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secante é igual a 1 é 
2

π
=α . 

2) Calcular ( )[ ]2secarccostgy −= . 

Chamando: ( )2secarccos −=α , quer-se calcular α= tgy . Tem-se: 

( )
�
	



�
�



�
�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−∈α−=α⇔−=α

2
,00,

2
e2seccos2secarccos . 

Tem-se, então, que 
2

1
sen −=α  e �

�

�
�
�

� π
∪�
�

�
�
�

� π
−∈α

2
,00,

2
. segue-se 

que 
6

π
−=α  e vem: 

3

3

6
tgy −=�

�

�
�
�

� π
−= . 

8.3.7 Exercícios 

1) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
+�
�

�
�
�

�
=

12

5
arctg

5

4
arccosseny . 

Faz-se: 

�
�

�
�
�

�
=α

5

4
arccos  e �

�

�
�
�

�
=β

12

5
arctg ; 

assim, quer-se determinar o valor de ( )β+α= seny , ou seja, o valor 

de 
( ) β⋅α+β⋅α=β+α= sencoscossenseny . 

De �
�

�
�
�

�
=α

5

4
arccos , vem: 

[ ] Q1,0e
5

4
cos

5

4
arccos o∈α∴

�
	



�
�



π∈α=α⇔�
�

�
�
�

�
=α ; 

então: 

5

3
sen

25

9

25

16
1cos1sen 22 =α∴=−=α−=α . 

De �
�

�
�
�

�
=β

12

5
arctg , vem: 
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Q1
2

,
2

e
12

5
tg

12

5
arctg o∈β∴

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈β=β⇔�

�

�
�
�

�
=β . 

Logo, 

13

12
cos

12

13
sec

144

169

144

25
1tg1sec 22 =β�=β∴=+=β+=β . 

Assim, tem-se: 

13

5

13

12

12

5
costgsen =⋅=β⋅β=β . 

Obtém-se, finalmente, o valor procurado de y: 

65

56

13

5

5

4

13

12

5

3
y =⋅+⋅= . 

2) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
−�
�

�
�
�

�
−=

5

1
arccos

25

24
arcsentgy . 

De modo análogo ao exercício anterior, faz-se: 

�
�

�
�
�

�
−=α

25

24
arcsen  e �

�

�
�
�

�
=β

5

1
arccos ; 

isto é, quer-se determinar o valor de ( )β−α= tgy : 

( )
β⋅α−

β−α
=β−α=

tgtg1

tgtg
tgy . 

De �
�

�
�
�

�
−=α

25

24
arcsen , vem: 

Q4
2

,
2

e
25

24
sen

25

24
arcsen o∈α∴

�
	



�
�



�
�

�
�
�

� ππ
−∈α−=α⇔�

�

�
�
�

�
−=α ; 

então: 

25

7
cos

425

49

625

576
1sen1cos 22 =α∴=−=α−=α , 

e, portanto, 

7

24
tg −=α . 

De �
�

�
�
�

�
=β

5

1
arccos , vem: 

[ ] Q1,0e
5

1
cos

5

1
arccos o∈β∴

�
	



�
�



π∈β=β⇔�
�

�
�
�

�
=β ; 

logo, 
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5

62
sen

25

24

25

1
1cos1sen 22 ⋅

=β∴=−=β−=β . 

Assim, tem-se: 

62
1

62
tg ⋅=

⋅
=β . 

Assim, o valor procurado de y é: 

551

650168

13775

612504200

6230449

403269861152168

6487

6487

6487

61424

6487

61424

7

6487

7

61424

62
7

24
1

62
7

24

y

⋅+
=

−

⋅+
=

=
⋅−

+⋅+⋅+
−=

⋅+

⋅+
⋅

⋅−

⋅+
−=

=
⋅−

⋅+
−=

⋅−

⋅+
−

=

⋅⋅�
�

�
�
�

�
−+

⋅−−

=

 

3) Determinar o domínio da função: 

( ) ( ) ( )10xarccos3xarcsenxf 2 −+−= . 

Lembrando que o domínio das funções arcsenxy =  e xarccosy =  é 

o intervalo [ ]1,1- , para que cada uma das parcelas da função dada 

esteja definida, deve-se ter: 

��

�
�



≤−≤−

≤−≤−

)II(110x1

)I(13x1

2
. 

Resolve-se, assim, cada uma dessas desigualdades. 
(I) 13x1 ≤−≤−  

• 2x3133x13x3x1 ≥�+−≥+−�−≥−�−≤−  

• 4x3133x13x ≤�+≤+−�≤−  

Logo, a solução das desigualdades (I) é: 4x2 ≤≤ . 

(II) 110x1 2 ≤−≤−  

• 09x11110x110x10x1 2222 ≥−�+−≥+−�−≥−�−≤− . 

Os zeros da função 9xy 2 −=  são x = -3 e x = 3 e o estudo de sinal 

dessa função é mostrado na Figura 16. 
Portanto, os valores de x que tornam a função maior ou igual a zero 
são aqueles que são menores ou iguais a -3 ou maiores ou iguais a 3. 
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FIGURA 16 

• 011x11110x110x 222 ≤−�−≤−−�≤− . 

Os zeros da função 11xy 2 −=  são 32,311x −≅−=  e 

32,311x ≅= ; o estudo de sinal dessa função é apresentado na Fi-

gura 17. 

 
FIGURA 17 

Os valores de x que tornam a função menor ou igual a zero estão no 

intervalo [ ]11,11− . Têm-se, então, os diagramas da Figura 18, 

que mostram os valores de x que satisfazem ambas as inequações 
simultaneamente. 

 
FIGURA 18 

Assim, os valores de x que satisfazem as desigualdades (II) são os 

que estão nos intervalos [ ]3,11 −−  ou [ ]11,3 . 

Faz-se, agora, a interseção das soluções das inequações de (I) e (II), 
conforme mostra a Figura 19. 

 
FIGURA 19 
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Logo, os valores de x que satisfazem (I) e (II) estão no intervalo 

[ ]11,3 , ou seja: 

( ) { }11x3/RxfD ≤≤∈= . 

4) Sabe-se que se tgxy = , então 
xcos

senx
y = . Dizer se é verdadeira 

ou falsa a afirmação: "se arctgxy = , então 
xarccos

arcsenx
y = ". Dar os 

domínios das funções arctgxy =  e 
xarccos

arcsenx
y = . 

A afirmação é falsa. A função arctgxy =  é a função inversa da fun-

ção tgxy = . 

A expressão 
xarccos

arcsenx
y =  é um quociente das funções arcsenx  e 

xarccos , que são, respectivamente, as funções inversas das funções 
senx  e xcos .  
Considere-se, por exemplo, x = 1. Tem-se: 

4
y1tgy1arctgy

π
=∴=�=  ; 

por outro lado, vem: 

0
2

1arccos

1arcsen
y

π

== , 

que não está definido. 

O exemplo deixa claro que 
xarccos

arcsenx
arctgx ≠ . Observe-se, ainda, 

que os domínios das funções arctgxy =  e 
xarccos

arcsenx
y =  são diferen-

tes. No caso da primeira função, seu domínio é R ; já para a função 

xarccos

arcsenx
y = , é preciso observar que, olhando separadamente as 

funções que estão no numerador e no denominador, o domínio de 
cada uma delas é o intervalo [ ]1,1- . Entretanto, é preciso excluir do 

domínio da função que está no denominador os valores de x que a 
anulam, ou seja, os valores de x tais que 0xarccos = . Ora, o único 

[ ]1,1-x ∈  tal que 0xarccos =  é x = 1. Conclui-se, assim, que se de-
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ve excluir do domínio da função xarccos  o valor x = 1. Assim, o 

domínio de 
xarccos

arcsenx
y =  é [ )1,1- . 

Exercícios propostos: 

1) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
−−�

�

�
�
�

�
−=

13

5
arccos

17

8
arcsencosy  �

�

�
�
�

�
−=

221

171
y:.R  

2) Determinar o domínio das funções: 

(a) ( )
�
�

�

�

�
�

�

�

+

−
=

3x

5x
arctgxf

2

 ( ) { }( )3x/RxfD:.R −≠∈=  

(b) ( ) ( )1xarccosxf 2 −=  ( ) { }( )2x2/RxfD:.R ≤≤−∈=  

3) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
⋅=

5

3
arccos2cosy  �

�

�
�
�

�
−=

25

7
y:.R  

4) Calcular �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
+�
�

�
�
�

�
⋅=

13

5
arccos

5

3
arcsen2tgy  �

�

�
�
�

�
−=

253

204
y:.R  
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