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PROGRAMA DE APOIO
A PRODUC[\O DE MATERIAL DIDATICO

Considerando a importancia da producdo de material didatico-
pedagdgico dedicado ao ensino de graduacdo e de pos-graduagio,
a Reitoria da UNESP, por meio da Pro—Reitoria de Graduagio
(PROGRAD) e em parceria com a Fundagao Editora UNESP (FEU),
mantém o Programa de Apoio a Producdo de Material Didatico de
Docentes da UNESP, que contempla textos de apoio as aulas, material
audiovisual, homepages, softwares, material artistico e outras midias,
sob 0 selo CULTURA ACADEMICA da Editora da UNESP, dis-
ponibilizando aos alunos material didatico de qualidade com baixo
custo e editado sob demanda.

Assim, ¢ com satisfagdo que colocamos a disposi¢do da comu-
nidade académica mais esta obra, “Trigonometria”, de autoria das
Professoras Dra. Eliete Maria Gongcalves e Dra. Vanilda Miziara
Mello Chueiri, da Faculdade de Ciéncias do Campus de Bauru,
esperando que ela traga contribuicdo ndo apenas para estudantes da
UNESP, mas para todos aqueles interessados no assunto abordado.
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APRESENTACAO

Ao longo dos tltimos anos, vem-se constatando que muitos alunos
ingressantes nos cursos superiores da drea de Ciéncias Exatas tém
apresentado falhas de formagdo matemadtica, tanto conceituais, quan-
to de raciocinio l6gico ou de traquejo algébrico. Assim, o processo
de ensino e aprendizagem fica prejudicado, especialmente nas disci-
plinas do primeiro ano desses cursos. Nestas, as deficiéncias apre-
sentadas pelos alunos quanto aos conteidos mateméaticos fundamen-
tais t&m causado sérios problemas. Tem-se constatado que grande
parte dos calouros tem falhas ou desconhece esses conceitos funda-
mentais e, por conseqiiéncia, outros relacionados. Com o objetivo de
auxiliar os alunos no estudo das fungdes trigonométricas, desenvol-
veu-se este texto, apresentando suas defini¢des e conceitos relacio-
nados, com exemplos comentados e representacdo geométrica. Com
a apresentacdo de exercicios detalhadamente resolvidos, objetivou-
se mostrar ao estudante estratégias de resolu¢do e encaminhamento,
chamando a atengdo para os erros mais freqiientes, usando todo o
mecanicismo necessdrio para que ele atente a todas as “passagens”,
ou seja, todo o “algebrismo” utilizado que ele, muitas vezes, desco-
nhece. Em suma, pretende-se que o aluno, revendo objetivamente
esses conteddos ja tratados anteriormente no Ensino Médio, “revisi-
te” os conceitos e domine as técnicas de que necessita para bem a-
companhar o que é discutido nas disciplinas de seu curso de gradua-
¢ao.

Assim, este € um texto de acompanhamento para as disciplinas dos
cursos da drea de Ciéncias Exatas que utilizem os conceitos aqui a-
bordados, que pode ser consultado pelo aluno sempre que necessitar.






1 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

A trigonometria, como se pode deduzir da prépria palavra, trata da
determina¢@o dos elementos de um tridngulo. Do ponto de vista eti-
molégico, a palavra trigonometria significa medida dos tridngulos,
sendo formada por trés radicais gregos:

tri: trés ; gonos: angulo ; metrein: medir.

Os primeiros estudos sobre trigonometria tiveram origem nas rela-
¢des existentes entre lados e dngulos em um triadngulo, empregadas
pelo astronomo grego Hiparco, por volta do ano 140 a.C., que orga-
nizou diversas tabelas relacionando as razdes trigonométricas com
angulos. Hoje em dia, as razdes trigonométricas mais utilizadas sdo
trés: seno, cosseno e tangente.

Existem vestigios de um estudo de trigonometria entre os babild-
nios, que a usavam para resolver problemas préticos de navegacao,
astronomia e agrimensura. Além dessas aplicagdes, as fungdes tri-
gonométricas também t€m papel importante no estudo de todos os
tipos de fendmenos vibratorios: som, luz, eletricidade etc.

Trigonometria no tridngulo retangulo

Considere-se o tridngulo retingulo ABC, reto em A (Figura 1).

B

C b A
FIGURA 1

Seja x a medida do angulo ACB. Podem-se estabelecer entre seus
lados as seguintes relagdes:

(1) Seno de x: é a razdo entre a medida do cateto oposto ao angulo

C e a medida da hipotenusa, denotada por senx.
Assim:
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AB cateto oposto a X ¢
senx = —— = - =—.
CB hipotenusa a

(2) Cosseno de x: é a razao entre a medida do cateto adjacente ao

angulo C e amedida da hipotenusa, denotada por cosx.
Assim:

CA _ cateto adjacentea x _ b
CB hipotenusa a

(3) Tangente de x: € a razao entre as medidas do cateto oposto e do

cateto adjacente ao angulo C, denotada por tgx.
Assim:
tg AB cateto oposto a x C
X =—= = —.
CA cateto adjacente a x b

A essas razdes da-se o nome de razdes trigconométricas. Observe-se
que, quando se fala em hipotenusa e em catetos, estd-se referindo as
suas medidas.

Exemplos:

1) Determinar os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos do
triangulo retdngulo ABC, sendo que um dos catetos mede 24 cm e a
hipotenusa mede 25 cm.

B

FIGURA 2

O triangulo descrito no enunciado pode ser representado geometri-
camente, como mostra a Figura 2.

Uma vez que um dos catetos tem medida 24 cm, pode-se pensar, por
exemplo, que b = 24 cm; como a hipotenusa tem medida a = 25 cm,



vem:

a?=b2+c’=c’=a’-b’=c?=625-576=49 .

Entdo:
A b 24cm 24
senB =senx =—= =—;
a 25cm 25
A ¢ Tcm 7
cosB=cosx=—= =—;
a 25cm 25

(b= tgx = 0 = 2dem _ 24
& & c 7cm 7

Por outro lado, vem:

A ¢ 7cm 7
senC =seny = — = =—
a 25cm 25
~ b 24cm 24
cosC=cosy=—= =—3
a 25cm 25
A ¢ Tcm 7
tgC=tgy=—= =—.
& &Y b 24cm 24

.c=7cm.

13

2) Em um triangulo ABC, reto em B, sabe-se que a hipotenusa me-
de 27,5 cm e que senA =0,6 .Determinar quanto mede cada cateto

deste triangulo.
A

>>

FIGURA 3

A partir da Figura 3, tem-se que:
senA:%:o,6:>a:b.o,6.

Como b =27,5 cm, vem:
a=(27,5cm).0,6 =16,5cm.
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3) Um tridngulo retangulo ABC € reto em B . Sabe-se que tgA =le

que um dos catetos mede 15 cm. Determinar o perimetro do tridngu-
lo.

Considere-se a Figura 4. Tem-se:
A

>

B a C
FIGURA 4

Tomando a medida ¢ como sendo igual a 15 cm, vem:
tgAzizlja:c:ch.
c
Portanto:
b? =a® +c? =225+225=2-225 . c=+2-15cm.

Logo, o perimetro do tridngulo é:
P=[15+15++215|=15-2++2)em.

A c B
FIGURA 5

Observagdo: considere-se o triangulo retingulo ABC da Figura 5.
Tém-se:

A a A a A A
senA:E e cosC:E .. senA =cosC;
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A C A~ C A A
COSA=— ¢ senC:E .. cosA =senC.

Como as medidas de A, B e C somam 180°¢ B ¢ reto, entdo

A+C=90° , ou seja, esses angulos sdo complementares. Conclui-se
que, se as medidas de dois dngulos somam 90°, o seno de um deles é
igual ao cosseno do outro.

Exemplos:

1) Nas figuras seguintes, determinar o que se pede:

(a) senC , sendo dado que cosB = %

C

A c B
FIGURA 6

A

Sendo B+C=90°, segue-se que senC = cosB = %

(b) cos(2-x), sendo dado que senx =0,5.
C

2.X

FIGURA 7
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Sendo B+C=90°, segue-se que cos(2-x)=senx =0,5.

2) Determinar:
(a) cos(90° -32° ), sabendo que sen32° =0,5299.

Tem-se: cos(900 -32° )= c0s58° =sen32° =0,5299 .
(b) cosx, sabendo que sen(90° - x)= 0,7236.
Tem-se: cosX = sen(900 - x)= 0,7236.

Observagaes:

1) O seno foi definido como sendo a razdo entre a medida do cateto
oposto e a medida da hipotenusa num determinado tridngulo retin-
gulo. Considerando o triangulo ABC, retangulo em A, da Figura 8,
tem-se:

b C
SeNX = — ; COSX = —.
a a

A C B
FIGURA 8

Como se viu, o seno foi definido como uma razao trigonométrica, is-
to €, o seno é um numero, um valor resultante de uma divisdo (ra-
z30) entre as medidas de dois lados de um tridngulo. Mas, se um dos
lados aumenta, os demais lados também aumentam e, curiosamente,
a razao entre cateto oposto e hipotenusa mantém-se, isto €, o valor
do seno depende, em ultima instincia, “s6” da medida do angulo
(que por sua vez “controla” as medidas dos lados desse tridngulo).
Se for fixado um dos dngulos menores que o angulo reto (por exem-
plo, o angulo de medida x) e, a partir desse tridngulo, forem gerados
outros tridngulos, “esticando” os lados, mas mantendo o angulo, os
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- b c .
V&lOI’eS das razo€s senx = — € COSX = — permanecerao constantes.
a a

Como, em qualquer tridngulo retangulo, a hipotenusa é o lado que
tem a maior medida, tem-se:
0°<x<90° = 0<senx <1.

E qual € o valor do seno de 90°? Esse é um caso que se pode chamar
de “especial”, pois em relacdo ao angulo reto nota-se que a hipote-
nusa € o cateto oposto, isto é a medida do cateto oposto = medida

da hipotenusa = CB e, portanto, o seno de 90° é exatamente 1.
Conclusdes andlogas podem ser obtidas para o cosseno do dngulo de
medida x.

2) No tridangulo ABC, reto em B (Figura 9), calcular-se-4 o valor da
expressao (senA)2 + (cos A)z , indicada por sen’A +cos?A.
Denotando por A a medida do angulo A, tem-se:

senA=% e cosA ="

Entao:
2 2 2,2 2
sen’A +cos’ A = a + ° =ﬂ:b_=1'
b b b2 b2
Esse resultado ndo depende do angulo A, ou seja, essa expressdo €

véalida sempre. Assim, se X é a medida de um dos angulos agudos de
2

um tridngulo retangulo, tem-se: sen’x +cos’x =1.
C
b a
A
A c B
FIGURA 9

4 a
Também se observa que tgA = —; por outro lado, tem-se:
c
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senA

cosA

a
C

clo|os

. . senA .
Conclui-se, assim, que tgA = , ou, genericamente falando:

senx
tgx = .

COS X
Exemplos:

1) Se o e B sdo as medidas de dois dngulos agudos de um tridngulo

A 1 .
retangulo e sabe-se que senoczg, determinar coso, tgol, senf,

cosP e tgf.
Como o+ =90°, segue-se que cosf =sena :%. Entdo, vem:
sen2|3+cosz[3:1:sen2|3:1—coszﬁzl—ézg.- enBz#.
242
Uma vez que cosol = senf}, segue-se que cos o :T.
Portanto, vem:
1
tgoc_senoc_ 3 1 ﬂ__2
cosat 242 242 2.2 J2 4
3
e

2) Calcular sen45°, cos45° e tg45°.

Considere-se um quadrado cujo lado tem medida a unidades de
comprimento. O Teorema de Pitdgoras permite calcular a medida da
diagonal do quadrado, conforme mostra a Figura 10.
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D a C
a d a
450
A a B
FIGURA 10

No triangulo ABC, tem-se: a’+a’=d’=d=a- \/5 ; assim, vem:

sends® =2 =2 :L:Q'
d a2 2 27
cosds® =2=_14 =L=£'
a2 2 27
(o]
gas® =S4y
cos45°

3) Calcular sen30°, cos30°, tg30°, sen60°, cos60° e tg60° .
Seja ABC um triangulo eqiiilatero, cujo lado mede a unidades de

comprimento. Cada um de seus angulos internos tem medida 60°

(Figura 11).

Do tridangulo retangulo AHC, tem-se:

(ijz +h?=a’=h%=a? _(3)2 =a’ —£= 3-a° ~h =£'a.
4 4 2

Assim, desse mesmo tridngulo, conclui-se que:

ey

®

(\
[98)

sen60° =

2| S

cos60° =

N | —

-

o ols & |5
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NE)
0 2
tg600=sen60 =L=\/§.
cos60° 1
2
C
309309
a h a
600 609

A a/2 H a/2 B
FIGURA 11

Uma vez que 30° +60° =90°, segue-se que:

c0s30° =sen60° = ﬁ;
sen30° =cos60° = 1 ;
2
1
(230° = sen30° _ o 1 43

cos30° ﬁ NE) 3

2



2 ARCOS E ANGULOS

Arco de circunferéncia. E cada uma das partes em que uma circun-
feréncia fica dividida por dois de seus pontos (Figura 1).

FIGURA 1

Observagdo: se A = B, esses pontos determinam dois arcos: um arco
nulo e um arco de uma volta.

Medida de um arco AB € o niimero real a, ndo negativo (ou seja,
maior ou igual a zero), razao entre 0 arco € um arco unitario u, ndo
nulo e de mesmo raio.

Em notacdo matematica, se escreve:

arco(AB)
a=———-".
arco(u)

—————— 10

FIGURA 2
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A medida do comprimento do arco AB pode ser feita utilizando-se
qualquer unidade para medir seu raio, como o metro, o centimetro
etc. As unidades de medida mais usuais de arcos de circunferéncia
sd0 o grau e o radiano.

1 . .
Grau: o arco de um grau (1% corresponde a % da circunferéncia

na qual estd contido o arco a ser medido (Figura 2). Logo, a circun-
feréncia tem 360",
Uma pergunta que se pode fazer é: “por qué dividir a circunferéncia
em 360 partes iguais?’. A Histéria da Matemadtica responde a essa
questdo. As referéncias voltam-se aos babildnios, povo que viveu
entre 4000 a.C. e 3000 a.C. e que, por motivos praticos, criaram um
sistema de numeracdo sexagesimal (base 60). O nimero 60 possui
uma grande quantidade de divisores distintos, a saber: 1, 2, 3, 4, 5,
6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, razao forte pela qual este niimero tenha si-
do adotado. Além disso, dividir um circulo em 6 partes iguais era
algo muito simples para os especialistas daquela época, sendo possi-
vel que se tenha usado o nimero 60 para representar 1/6 do total que
passou a ser 360.
Outro fato que pode ter influenciado na escolha do nimero 360 &,
naquela época, estimava-se que o movimento de translacido da Terra
em volta do Sol se realizava em um periodo de aproximadamente
360 dias. Hiparco (no século II a.C.) mediu a dura¢do do ano com
grande exatiddo ao obter 365,2467 dias (valor atualmente estimado
em 365,2222 dias).
E bem provével que o sistema sexagesimal tenha influenciado a es-
colha da divisdo do circulo em 360 partes iguais, assim como a divi-
sao de cada uma dessas partes em 60 partes menores e, também, na
divisdo de cada uma dessas subpartes em 60 partes menores (os ba-
bilonios usualmente trabalhavam com fragdes cujos denominadores
eram poténcias de 60).
Das expressoes

primeiras menores partes — partes minutae primae

segundas menores partes — partes minutae secundae

surgiram, aparentemente, as palavras minuto e segundo. Assim, usa-
se a unidade de medida de dngulo com graus, minutos e segundos.

A unidade de medida de dngulo do Sistema Internacional é o radia-
no, unidade alternativa criada pelo matemdtico Thomas Muir e pelo
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fisico James T. Thomson, de forma independente. Na verdade, o
termo radian apareceu pela primeira vez num trabalho de Thomson,
em 1873. Até o final do século XIX, eram poucos os que usavam es-
sa nomenclatura. Outros termos para o radiano eram: Pi-medida,
circular ou medida arcual, o que mostra a forma lenta com que se
d4 a alterag@o de certos hébitos.

Radiano: um radiano (1 rad) é um arco unitario cujo comprimento é
igual ao raio da circunferéncia na qual estd contido o arco a ser me-
dido.

Em outras palavras, se fosse possivel “esticar” o arco e medir o
comprimento do segmento s obtido, esse comprimento seria igual ao
raio r da circunferéncia (Figura 3).

FIGURA 3

Em qualquer circunferéncia, a razdo entre seu comprimento e seu
diametro € constante. Essa constante é o ndmero irracional T.
Chamando de C o comprimento de uma circunferéncia e sendo d
seu diametro, tem-se:

%zﬁ:szd:z-n-r

Assim, para determinar quanto vale o arco de uma volta, ou seja, um
arco de circunferéncia, em radianos, procede-se da seguinte manei-
ra:

¢ 0 arco de medida 1 rad tem comprimento r;

¢ 0 arco de circunferéncia tem comprimento 2-7-r.

Entdo, por uma simples regra de trés, obtém-se:
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lrad > r -
so= 2-n rrad=2'7t rad
oarad > 2-1-r r

Dessa forma, para uma circunferéncia qualquer, tem-se que 360°

correspondem a 2 - T rad, ou seja, 180° correspondem a T rad.
Portanto, a transformacdo da medida de um arco dada em graus para
radianos (e vice-versa) é feita aplicando-se uma regra de trés.

Exemplos:

1) Exprimir 30° em radianos.
Faz-se a seguinte regra de trés:
180° —mrad 3001t
SOX =

30° — xrad 180°

rad = T rad
6

T
2) Exprimir —rad em graus.
) Exp 180 g

Tem-se:
n rad —180° 1800-%
ax=— 100 100
irad —x T
180

3) Exprimir 1 rad em graus.
Novamente, faz-se:

n rad —180° 180°-1 180"
X = =
1 rad — x° T T
Neste caso, para se obter o valor do arco em graus, recorre-se ao va-

lor de ®, que como se sabe, € um numero irracional e vale,
aproximadamente, 3,1416. Entdo, vem:

o 180° _ 180"

T 31416
Para se efetuar essa divisio, é preciso lembrar que 1° tem 60 (ses-
senta minutos) e 1’ tem 60” (sessenta segundos). Assim, faz-se:
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1800000° | 31416
2%3%223 57°17°44”
X 60’

557280
243120°
23208’
x 60”7

1392480~

Angulo central. Um angulo central é aquele que possui o vértice no
centro de uma circunferéncia (Figura 4).

B

Q

FIGURA 4

A Figura 4 mostra o 4ngulo central 0, ou seja, AOB, que determina
na circunferéncia o arco AB.

A medida do angulo 0 € igual a medida do arco AB que ele determi-
na sobre a circunferéncia com centro no vértice.

Observagoes:

1) Como se viu, a medida de um angulo 0 € igual a medida do arco
AB que ele determina sobre a circunferéncia com centro no vértice.
Assim, se a unidade de medida for o grau e o arco AB medir, por

exemplo, 60°, entdo o angulo O também medird 60° . Se a unidade

. . . T
de medida for o radiano e o arco AB medir, por exemplo, grad , en-
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po A < .. T
tdo o angulo O também medira grad.

2) Néo se deve confundir medida de um arco com medida do com-
primento desse arco. Por exemplo, na Figura 5, os arcos AB e CD
t€ém a mesma medida 6, mas nio tém o mesmo comprimento.

4

FIGURA 5

() s

FIGURA 6

3) Chamando de s o comprimento de um arco e de 0 a sua medida
em radianos, sendo r a medida do raio da circunferéncia, tem-se a
seguinte correspondéncia:

comprimento do arco 2-7-r — medida do angulo central 2- 7

comprimento do arco s — medida do angulo central 6
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2-m-r-0
s ==
2
Na Figura 6 tem-se o arco de medida @ e comprimento s. Tem-se:

r-0

s
s=r-0,ou 0=—.
r

Exemplos:

1) Em uma circunferéncia que tem 28 cm de didmetro, um arco tem
12 cm de comprimento (Figura 7). Qual é a medida, em radianos, do
angulo central correspondente?
Tem-se: o raio da circunferéncia mede 14 cm. Entéo:
12cm 6
= =—rad.

“l4em 7

‘ 12

FIGURA 7

2) Determinar quanto vale o raio de uma circunferéncia, sabendo
que um arco que mede 10 cm de comprimento corresponde a um

angulo central de % rad.

Tém-se: O :%rad e s = 10 cm. Entdo:

szr-@:r:E:E:]Z s r=12cm.
06 5

6
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Arco orientado. E um arco de circunferéncia sobre o qual se adota
um sentido (Figura 8). O sentido que se considera positivo € o anti-
horirio.

Medida algébrica do arco orientado é a medida do arco geométrico

AB multiplicada por +1 ou por -1, conforme o sentido seja positivo
ou negativo.

@)
Notagdo: AB
Nas Figuras 8 e 9 tém-se, respectivamente:

N
e AB =+ medida do arco AB;

(@]
¢ BA =- medida do arco AB

B

A
FIGURA 8

B

A

FIGURA 9
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(|
Arco trigonométrico. Se tem-se um arco AB cuja medida, em radi-

z

anos, no sentido positivo, € a;, sendo 0<a, <2-T, 0 arco trigo-
nométrico AB é o conjunto dos niimeros da forma: a=a, +2-k-7
(ke Z).

Observa-se, assim, que, para cada valor de k, a assume um valor
numérico diferente, que recebe a denominacdo de determinagdo po-
sitiva ou determinagdo negativa, conforme K seja positivo ou nega-
tivo, como descrito a seguir:

ek=0=a=a = 1* determinacio positiva do arco AB
ek=1=a=ay+2. T = 2" determinagio positiva do arco AB
k=2 = a=ap+4. 1 = 3* determinagio positiva do arco AB

ek=-1=a=ay-2. 1= 1*determinagio negativa do arco AB
e k=-2=a=a-4. 1= 2"determinagio negativa do arco AB

Exemplos:

1) Determinar a 1* determinacéo positiva dos arcos seguintes.

81
@a=-

Efetuando-se a divisdo de 8 por 3, vem: %z 2 +% . Assim, tem-se:
a =(2+zjon=2on+gon.
3 3

L . . 2T
Logo, a 1* determinac@o positiva do arco dado é a, = 3

125-¢
11

(b) a=

Efetuando-se a divisdo de 125 por 11, obtém-se: % =11+ % En-

tao:
2-n: 11+i -n=11~n+i-n=10-n+n+i~n=
11 11 11 11

=10'7t+§'7l:
11
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Assim, a 1* determinagdo positiva do arco dado é a, = li—ln
(c) a=1125°
Nesse caso, tem-se: 1125° =3-360° +45° . Portanto, a, =45°.
19-1
d)a=——
(d) 6

Pode-se escrever: % =3+ é . Portanto, tem-se:

_19'7.5:_ 3+l T=— 3.n+l-n =— 2-TC+711+1'717 =
6 6 6 6
6

Isso significa que o arco tem orientacdo negativa, correspondendo a
. A T .
um arco de circunferéncia + um arco de medida g'n, no sentido

negativo. Assim, para se determinar a 1* determinac@o positiva, sub-
trai-se esse arco de 2.7, que € a medida do arco de circunferéncia.
7m 57

Soag :2'75—?:?.

Arcos congruos. Dois arcos s@o congruos se suas medidas apresen-

tam diferen¢a multipla de 2- 7 (ou 360°).
E claro que dois arcos congruos t€m a mesma origem € a mesma ex-
tremidade.

Exemplos:

1) 25° e 745° = 745° —25° =720° =2-360°

2)E e —35%:
6 6
n (35w =£+35'n=36'n=6-n=3~2~n
6 6 6 6 6
6 6 6



3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Ciclo trigonométrico. E uma circunferéncia orientada de raio unité-
rio, na qual se fixa um ponto A para origem de todos os arcos.

Estabelecendo um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
com origem no centro do ciclo trigonométrico, este fica dividido em
quatro regides, chamadas quadrantes, pelos pontos A(],O), B(O,l),

A’(=1,0) e B’(0,—1). Ao ciclo trigonométrico sdo associados quatro

eixos para o estudo das fungdes trigonométricas, conforme mostra a
Figura 1.

Y’
seno
tangente
cotangente B
2°Q 1°Q
COSSeno
A 0] A X

3°Q 40 Q

Bl

FIGURA 1

As secantes e as cossecantes sdo estudadas, respectivamente, nos ei-
x0s dos cossenos e dos senos, conforme se vera adiante.

3.1 Funcéao Seno

N
Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM

de medida x, o qual determina o segmento orientado OM , a proje-
¢do deste segmento sobre o eixo dos senos é o segmento orientado

@) [
OM, . Por defini¢do, tem-se que sen[AMJ=OM1 , ou seja,
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senx = OM, (Figura 2).

Observe que, dado um nimero real x qualquer, sempre se pode as-
M
sociar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco, pode-se asso-

ciar um tnico ndmero real y =0M, . Tem-se, assim, uma funcio,

chamada fungdo seno, isto é:
f:R—->R

X y:sen(x)'

FIGURA 2

Por sua definicio, fica claro que o valor do seno de um arco nunca
serd maior do que 1 e nunca serd menor do que —1, j que o ciclo tri-
gonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que t€m a
mesma extremidade possuem senos iguais. Assim, a cada volta
completa no ciclo trigonométrico, os valores do seno comecam a se
repetir. Diz-se, entdo, que a fun¢do € periddica, de periodo 2- T, que
¢ a medida de um arco de circunferéncia.

Tém-se, ainda, as seguintes informacdes sobre essa funcio:
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: f(—x)=sen(-x). Vé-se,

no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 3, que senx =0OM, e
que sen(—x)= OM, =-0M; .
Conclui-se, assim, que senx = —sen (— x).

Logo, f(—x)=—f(x), ou seja, f é uma fungdo impar e, portanto,
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seu grifico apresenta simetria em relacio a origem do plano cartesi-

ano.
/

My

FIGURA 3

Sinal: pela defini¢do da fungdo seno, esta € positiva no 1° e 2° qua-
drantes e negativa no 3° e 4° quadrantes.

Gréfico: em geral, estuda-se a fung¢do seno para arcos no intervalo
[0,2 . 7:], ja que, conforme dito anteriormente, a funcdo € periddica
de periodo 2- 7, o que significa que seu grafico se repete a cada in-
tervalo de amplitude 2-7 radianos. Assim, toma-se, inicialmente,
M = A; depois, o ponto M se movimenta sobre o ciclo trigonométri-
co no sentido anti-hordrio (positivo), até completar uma volta. Ana-
lisando o que ocorre com o segmento O_M] e considerando os cha-

mados arcos notdveis, tem-se a seguinte tabela:

X 0 z n 3 2.1
2 2
y 0 1 0 1 0

O grafico de f € mostrado na Figura 4.



34

y=senx

2 0 2 A 32 217X

FIGURA 4

FIGURA 5

Observagdo: pode surgir, aqui, a seguinte pergunta: e se fosse defi-
nido um ciclo trigonométrico diferente, com raio 4, por exemplo? O

.. T 3. .
seno assumiria o valor 4 em 5 e o valor -4 em T e estaria, por-

tanto, variando de -4 a 4?7 Bem, se o seno for tomado como sendo a
medida do segmento de reta OM,, como na Figura 2, esquecendo

toda uma trajetdria anterior, estaria correto. Estaria correto, mas nao
seria o seno que classicamente se conhece, pois, quando se iniciou o
estudo da trigonometria, o seno foi definido como sendo a razio en-
tre a medida do cateto oposto ao angulo e a medida da hipotenusa
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num determinado tridngulo retangulo. Sabe-se que uma circunferén-
cia tem 360°, isto é, se se fizer, por exemplo, um angulo o variar de
0° a 360° ter-se-4 uma “volta” (circunferéncia) completa e, conse-
glientemente, nessa circunferéncia, sempre se poderd, a partir do an-
gulo o, “recuperar” um tridngulo retangulo (Figura 5).

Tomando-se um raio qualquer para essa circunferéncia (por exem-
plo, r=4), ter-se-4 a hipotenusa do triangulo OM,M (retdngulo em
M,;) com medida 4 unidades e, assim, o seno do angulo o serd

M,M

. Por outro lado, tomando-se o raio da circunferéncia igual a

1 (ou seja, o ciclo trigonométrico como definido), a hipotenusa do
tridangulo terd medida 1 e o valor do seno serd M,M, que é igual a

medida do segmento OM, , e que é exatamente a ordenada do ponto

M. Assim, a ordenada do ponto M s representard o valor do seno de
o se a circunferéncia for o ciclo trigonométrico (ou seja, se o raio da
circunferéncia for igual a 1). Note-se, porém, que, independente-
mente da medida do raio, o dngulo @ ndo se altera e, portanto, em
qualquer circunferéncia, o seno de o serd o mesmo. Exatamente por

. i . . .
1SS0, O s€no de — nunca sera maior que 1 (mesmo que a circunfe-

réncia tenha raio maior que 1).
Exemplos:
1) Estudar a fungdo y =f(x)=2+senx,para0<x< 2-m.

E qtil construir uma tabela, onde se atribuem os valores para x, ob-
tendo-se os de senx e de y = 2 + senx, mostrada abaixo.

X senx | y =2 + senx
0 0 2
T 3
2
T 0 2

3n 1 1
2

2.1 0 2
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A Figura 6 mostra os graficos das fun¢des y =senx e y =2+ senx,

para efeito de comparacao.

y=senx
2 0 2 Wzn X
—1+
FIGURA 6

Tem-se:
Dominio: D( )

Paridade: f(-x)= 2+sen( Xx)=2-senx. Vé-se, assim, que

f(-x)=f(x) e f(—x)#—f(x), ou seja, a fun¢do ndo é par, nem im-
par.
Y
3..
y=3.senx
2_.
L/ y=senx
—7:5/2 0 71::/2 T 37;/2 l2n X
—1+
21
_31

FIGURA 7
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Imagem: pelo gréfico, observa-se que o conjunto imagem da fungdo
dada é Im(f)= [1, 3]. Isso significa que os valores da func¢do dada
foram transladados de 2 unidades, na direcdo positiva do eixo Oy,
em relacdo a fungdo y =senx .
Periodo: ndo sofreu alteragdo, ou seja, éigual a 2- 7.

2) Estudar a fun¢ao y:f(x):?rsenx ,para0<x<2-w.

Assim como se fez no exemplo anterior, constrdi-se uma tabela, a-
tribuindo-se valores convenientes para a varidvel x e obtendo-se, em
correspondéncia, os valores de senx e de 3-senx , como se v€ na ta-
bela seguinte.

X senx | y=3"senx
0 0 0
T 3
2
T 0 0
3l 3
2
2.1 0 0

Tem-se, assim, o grafico da Figura 7.

Pode-se observar que:

Dominio: D(f)=R .

Paridade: f(—x)=3-sen(- x)=-3senx =—f(x). Portanto, a funciio
é impar.

Imagem: pelo gréfico, observa-se que o conjunto imagem da funcgéo
dada é Im(f)= [— 3, 3] . Isso significa que os valores da fungdo dada
foram multiplicados por 3 unidades, considerando-se os valores da
funcdo y =senx .

Periodo: ndo sofreu alteragdo, ou seja, éigual a 2- 7.

3) Estudar a fungdo y=f(x)=sen(2-x), para0<x< 2-7.

No caso desta funcdo, € 1til construir-se uma tabela atribuindo, pri-
meiramente, valores para o arco (2-x), do qual se calculara o seno,
e depois, a partir deles, obterem-se os valores de x e de
y=sen(2-x), os quais serdo utilizados para construir o grafico da
fun¢do dada, como se segue:
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2-x X y=sen(2-x)
0 0 0
T |z 1
2 4
T L 0
2
3t | 3-m 1
2 4
2.7 T 0

Localizando, no plano cartesiano Oxy os valores de x e de y que
constam da tabela acima, tem-se o grifico de f , mostrado na Figura
8.

Y.
| y=senx
y=sen(2.x)
—T:Z/Q, 0 /2 T 3n/2 I2n X
1t
FIGURA 8

No caso dessa fungdo, tem-se:

Dominio: D(f)=R .

Paridade: f(—x)=sen(—2-x)=-sen(2-x)=—f(x). Portanto, a fun-
¢ao € impar.

Imagem: pelo gréfico, observa-se que o conjunto imagem da funcdo
dada é Im(f)= [— 1, 1], ou seja, ndo sofreu alteracdo em relagdo a
imagem da func¢do y =senx .

Periodo: o grifico da fun¢do dada mostrado na Figura 8 torna evi-
dente que o periodo se alterou. Pode-se observar que hd uma repeti-
¢do da curva depois do intervalo [0, n], o que indica que o periodo
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da func¢ao € . Isso ocorreu porque o arco x foi multiplicado por 2.

De modo genérico, o periodo da funcdo y=f (x): sen(a - x) é:
2.7

, onde a # 0. No caso da fungdo deste exemplo, tem-se:

o]
27
2

T
4) Estudar a fun¢do y =f(x) = sen(x _Zj .
Também aqui se constréi uma tabela atribuindo, primeiramente, va-

T . .
lores para o arco (x —Zj , do qual se calculard o seno, e depois, a

. n T
partir deles, obtém-se os valores de xe de y = sen(x ——j :

X—E X =Sen X—E
4 y 4
0 L 0
4
T 3.7 1
2 4
T 5—n 0
4
3n | 7m By
2 4
2T 9—” 0
4

Localizando, no plano cartesiano Oxy os valores de x e de y que
constam da tabela acima, tem-se o grafico de f, apresentado na Fi-
gura 9.

Tem-se, agora:

Dominio: D(f)=R .
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y=sen(x-n/4)

—n/4 0| A4 w2 34w\ S 3n2 T4

y=senx

FIGURA 9

Paridade: f(—x)= sen(— X —%j Portanto, a fun¢do ndo é par, nem

fmpar uma vez que f(—x)=f(x) e f(—x)=—f(x).

Imagem: pelo grafico, observa-se que o conjunto imagem da fung¢do
dada é Im(f)= [—1, 1], ou seja, ndo sofreu alteracdo em relagdo a
imagem da func¢do y =senx .

Periodo: pelo gréfico da funcdo dada mostrado na Figura 9 nota-se
que o periodo ndo se alterou. O que houve € que o grifico da funcdo

, T . . .. .
esta transladado de Z unidades, no sentido positivo do eixo Ox, em

~ s ~ . b
relac@o a funcdo y = senx. Isso ocorreu porque se subtrairam 2 u-

nidades ao arco x. Para ver que o periodo continua sendo igual a
2.1, pode-se fazer:
p == 2 . j‘[ 5

4 4
isto é, considerou-se o valor final atribuido a variavel x, menos o va-
lor inicial.
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3.2 Funcéo cosseno

N
Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM
de medida x, o qual determina o segmento orientado OM , a proje-

¢do deste segmento sobre o eixo dos cossenos, € o0 segmento orien-
- M
tado OM, . Por defini¢do, tem-se que cos| AM |=OM, , ou seja,

cosx = OM, (Figura 10).

FIGURA 10

Observe que, dado um nimero real x qualquer, sempre se pode as-
(@]
sociar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco, pode-se asso-

ciar um Unico ndmero real y =0M, . Tem-se, assim, uma funcio,

chamada fungdo cosseno, isto é:
f:R—>R

X y=cos(x)
Assim como ocorre com a fun¢do seno, o valor do cosseno de um
arco estard sempre entre -1 e 1, j& que o ciclo trigonométrico tem
raio 1. Da mesma forma, arcos que t€m a mesma extremidade pos-
suem cossenos iguais. Assim, a cada volta completa no ciclo trigo-
nométrico, os valores do cosseno comegam a se repetir. Conclui-se,
entdo, que a funcdo é periddica, de periodo 2- 7.



42
Tém-se, ainda, as seguintes informacdes sobre essa funcio:
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: f(—x)=cos(—x). Vé-se,

no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 11, que cosx = OM;
e que cos(—x)= OM; ; logo, cosx = cos(—x).
Logo, f (— x)=f (x), ou seja, f € uma fungdo par e, portanto, seu

gréafico apresenta simetria em relacdo ao eixo Oy do plano cartesia-
no.

/]

FIGURA 11

Sinal: pela defini¢do da func¢do cosseno, esta é positiva no 1° e 4°
quadrantes e negativa no 2° e 3° quadrantes.

Griéfico: em geral, estuda-se a fun¢io cosseno para arcos no interva-
lo [0,2 . n], Jj4 que a funcdo é periddica de periodo 2.7, o que signi-
fica que seu gréfico se repete a cada intervalo de amplitude 27 ra-
dianos. Assim, toma-se, inicialmente, M = A; depois, o ponto M se
movimenta sobre o ciclo trigonométrico no sentido anti-horério (po-
sitivo), até completar uma volta. Analisando o que ocorre com o

segmento OM; e considerando os arcos notdveis, tem-se:

X 0 z x 3 2.1
2 2
y 1 0 1 0 1
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A Figura 12 apresenta o graficode f .

Y.
'\ﬂosx /

2 0 2 n 302 21 X

—

FIGURA 12

Analisando-se o grafico, observa-se que o conjunto imagem da fun-
¢do cosseno é Im(f)= [— 1, 1] ,isto é, -1 < cosx < 1, para todo nime-
ro real x. Além disso, vé-se que a fungdo é decrescente no 1° e 2°
quadrantes e crescente no 3° e 4° quadrantes.

Exemplos:
1) Estudar a fun¢ao y:f(x):—1+cosx,paraO§x§ 2-T.

Constréi-se uma tabela, onde se atribuem os valores para x, obten-
do-se os de cosx e de y =—1+4cosx , como se segue:

X COSX y=—1+COSX
0 1 0
1o 1
2
o -1 2

S 1
2

2.1 1 0

A Figura 13 mostra os grificos das fungbes y=cosx e
y=—14cosx.

Tem-se:
Dominio: D(f)=R .
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\4

y=C0SX

w2 0

y=-1+4+cosx

FIGURA 13

Paridade: f(—x)=—1+cos(—x)=—1+cosx. Assim, tem-se que
f(-x)#=f(x) e f(-x)#—f(x), ou seja, a funcio nio é par, nem im-
par.

Imagem: pelo gréfico, observa-se que o conjunto imagem da funcio
dada é Im(f)= [— 2, 0]. Isso significa que os valores da funcio dada

foram transladados de 1 unidade, na direcdo negativa do eixo Oy,
em relacdo a funcdo y =cosx .
Periodo: nio sofreu alteracdo, ou seja, é iguala 2-7.

b4
2) Estudar a fungdo y =f(x)= cos[x + Ej .
Constréi-se uma tabela atribuindo, primeiramente, valores para o ar-

T .
co [X +—j para, a partir deles, obterem-se os valores de x e de

T . . .
y=cos(x +§j Em seguida, localizam-se, no plano cartesiano

Oxy, os valores de x e de y que constam da tabela e obtém-se o gra-
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ficode f (Figura 14).

T
(X +§j X y=cos(x +—)

0 _r 1
3

n T 0
2 6

n ﬁ _]
3

3n | 7m 0
2 6

2.7 S—E 1
3

\\1' y=cos(x+n/3)
y=C0SX

43/ sw3 2 X

FIGURA 14

Dominio: D(f)=R .
Paridade: f(— X) = cos(— X+ g) . Portanto, f(— X)# f(x) e

f(- X) #—f (X) , ou seja, a fung¢do ndo € par, nem mpar.

Imagem: pelo gréfico, observa-se que o conjunto imagem da fungdo
dada ¢é Im(f )= [— 1, 1], ou seja, nao sofreu alteracdo em relagcdo a
imagem da fungdo y =cosx .

Periodo: observando o grafico da Figura 14, nota-se que o periodo
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ndo se alterou. Houve apenas uma translacdo do grafico da funcéo

T . . . . ~ s
de g unidades, no sentido negativo do eixo Ox, em relacdo a fun-

~ /Y .
¢d0 y =COsX , porque se somaram 3 unidades ao arco x. Para ver

que o periodo continua sendo igual a 2- 7, pode-se fazer:

57 T 55t w™
p:—— _—— =—+—=2‘7l:,
3 3 3 3

isto €, considerou-se o valor final atribuido a varidvel X menos o va-
lor inicial.

3) Estudar a fun¢do y = f(x) =1-2. cos(— %) .
Uma vez que a fungdo cosseno ¢é par, tem-se que

X X . ) ~
cos(— Ej = cos(gj . Assim, estudar-se-4 a funcao
X . .
y=1-2- cos(gj , construindo-se uma tabela onde se atribuem valo-

X .
res para o arco (Ej para, a partir deles, obterem-se os valores de x

e de y, conforme mostra a tabela:

X
3
0 0 -1
= |3z |
2 2
b4 3'm 3
3m |9 |
2 2
2w | 67 -1

Localizando, no plano cartesiano Oxy, os valores de x e de y que
constam da tabela acima, tem-se o grafico de f, apresentado na Fi-
gura 15.
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4

y=1-2.cos(x/3)

o| wk /& 342 2r Sw/2 3% TR2 4n 92 Sh11m26m “X

FIGURA 15

Tem-se:
Dominio: D(f)=R .

Paridade: f(-x)=1-2- cos(— %) =1-2- cos(%) =f(x)a funcdo é

par.
Imagem: o conjunto imagem da fungdo dada é Im(f)= [— 1, 3], ou
seja, foi modificado em relagdo a imagem da funcdo y=cosx, ja
que, além de se somar uma unidade a funcdo cosseno, esta ainda foi
multiplicada por 2. Essas operacdes acarretam, respectivamente,
translacdo e ampliagdo da imagem da fun¢do, como se pode consta-
tar no gréfico.

Periodo: o grifico da func¢do dada mostrado na Figura 15 torna evi-
dente que o periodo se alterou, porque o arco x foi multiplicado por

%. De modo genérico, tem-se que o periodo da funcio

f(x)=cos(a-x) é: p :%, onde a # 0. No caso da fungdo deste
a

=6-T.

2T
exemplo, tem-se: p = T
3
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3.3 Funcéao Tangente

Considere-se o ciclo trigonométrico, no qual se tracou o eixo das
M
tangentes, € um arco orientado AM, de medida x, de modo que a

extremidade M do arco nio coincida com o ponto B(0,1) e nem com

0 ponto B'(O,—l), ou seja, a medida x do arco é tal que

T . .
X ¢§+k-n (ke Z). Este arco determina o segmento orientado

OM ; considerando-se a reta que passa pelos pontos O e M, esta in-
tercepta o eixos das tangentes no ponto T, determinando o segmento
orientado AT (Figura 16).

N - JR—
Por definicdo: tg(AMJ = AT, ou seja, tgx = AT.

Bl

FIGURA 16

Observe que, dado um nimero real x (x ¢g+k T (ke Z)j , sem-

M
pre se pode associar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco,
pode-se associar um tUnico nimero real y=AT. Tem-se, assim,
uma fun¢do, chamada funcdo tangente, isto é:
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f:-D >R

X >y =tg(x)’
onde D:{xe R/x¢g+k'7t(ke Z)}

Observa-se que arcos que tém a mesma extremidade possuem tan-
gentes iguais e que dois arcos cujas medidas diferem de 7 radianos
(ou multiplos de T radianos) tém a mesma tangente. Isso significa
que a fungdo tangente € periddica, de periodo .

Tém-se, ainda, as seguintes informag¢des sobre essa funcgio:
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: f(—x)=tg(—x). Vé-se,
no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 17, que tgx =AT e
que tg(—x)= AT = -AT; logo, tgx =—tg(—x).

Uma vez que f(—x)=—f(x), conclui-se que f é uma fungio mpar

e, portanto, seu grafico apresenta simetria em relacdo a origem do
plano cartesiano.

4
B
M
X
A‘\ x A
Ml
Bl
Tl
FIGURA 17

Sinal: pela defini¢do da fun¢do tangente, esta é positiva no 1° e 3°
quadrantes e negativa no 2° e 4° quadrantes.

Gréfico: a exemplo das demais funcdes trigonométricas, estuda-se,
em geral, a fungdo tangente para arcos no intervalo [0,2 . 71:]. Como a
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funcao € periddica de periodo T, seu gréfico se repete a cada interva-
lo de amplitude ® radianos. Tomando-se o ponto M sobre o ciclo
trigonométrico, de modo que M ndo coincida com os pontos B e B',
e movimentando-o no sentido anti-horério (positivo), até completar
uma volta, tem-se a seguinte tabela:

5 o |Z+s 3'—“—8 3-m 3'—“+5
x| 0|2 — |2 T 2 — | 2 2.
2 2
nao nao
0 +oo esta oo 0 +oo esta o 0
y defi- defi-
nida nida
Yy
5t y=tgx
4..
3..
2..
14
—;:/2 0 2 T 3n/2 Irt X
_1._
24
,3..
4+
,5..
FIGURA 18

Nesta tabela, & representa um infinitésimo, ou seja, g_s, por e-

xemplo, representa um arco cuja medida ¢é infinitamente préxima de

. ( T g
g radianos, mas € menor do que = . Analogamente, — + § represen-
2 2

. . Lo e . L. T .
ta um arco cuja medida € infinitamente proxima de = radianos, mas
2
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¢ maior do que g radianos. O grafico de f é mostrado na Figura

18. Por ele, vé-se que o conjunto imagem da fun¢do tangente € o
conjunto dos niimeros reais, isto &, Im(f )=R. Além disso, vé-se

que a funcgdo é sempre crescente.

Exemplo: estudar a funcio y=f(x)=tg(2-x).
O procedimento é analogo ao ja adotado para as fungdes seno e cos-
seno. Entretanto, para que seja possivel calcular a tangente do arco

4 ‘s Lo T
(2-x), é necessério que esse arco seja diferente de 5+ k-w (ke Z).
Assim, tem-se:

2x#likon(ke Z)= x4k~ (ke Z).
2 42

Entéo: D(f)z{xeR/x ¢%+k~g (ke Z)} Assim, atribuem-se

valores para o arco (2-x), obtendo-se, em seguida, valores para X,
como se segue.

(2-x) X y=1tg(2-x)
0 0 0
2_8 E_é +o0
2 4 2
K T ndo esta definida
2 4
E_’_S E+§ Y
2 4 2
T r 0
2
3 _ 5| 3m_3 oo
2 4 2
3_7: 3_7: nao esta definida
2 4
3.7 3w &
—40 | —+— -00
2 4 2
2.1 T 0
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Tem-se, assim o grafico da Figura 19, a partir do qual, t€ém-se as
conclusdes para a fungio.

y.
4..
3..
2-.
1t -
y=tgx
4 0 4 A2 34 o X
—11
-2t y=tg(2x)
3t
4+
FIGURA 19

Paridade: f(—x)=tg(2-(—x))=—-tg(2-x)=—f(x), ou seja, a funcio
é {mpar.

Imagem: a exemplo da funcdo y = tgx , tem-se Im(f)=R .

Periodo: o grafico da fun¢@o dada mostrado na Figura 19 mostra que
o periodo se alterou, porque o arco x foi multiplicado por 2. De mo-
do genérico, tem-se que o periodo da fungdo f (x) =tg(a- x) é:

p=|£, onde a # 0. No caso da funcdo deste exemplo, tem-se:
a

o
P=E-

3.4 Cotangente

Considere-se, no ciclo trigonométrico, o eixo das cotangentes € um

|
arco orientado AM , de medida x, de modo que a extremidade M do
arco nio coincida com o ponto A(1,0) e nem com o ponto A’(—1,0),

ou seja, a medida x do arco é tal que x #k-7 (ke Z). Este arco de-
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termina o segmento orientado OM ; tomando-se a reta que passa
pelos pontos O e M, esta intercepta o eixos das cotangentes no pon-

to C, determinando o segmento orientado BC (Figura 20).

| PR _
Por defini¢do: cot g(AMj =BC, ou seja, cotgx =BC.

B Cx

Bl

FIGURA 20

Observe que, dado um ndmero real x (x k-7 (ke Z)), sempre se

(@)
pode associar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco, pode-
se associar um unico nimero real y =BC. Tem-se, assim, uma fun-

¢do, chamada funcdo cotangente, isto é:
f:D >R

X > y=cotg(x)’
onde D={Xe R;x#k-m, ke Z}.
Assim como ocorre com a fung@o tangente, arcos que t€ém a mesma
extremidade possuem cotangentes iguais e dois arcos cujas medidas
diferem de 7 radianos (ou multiplos de & radianos) t€ém a mesma co-
tangente. Isso significa que a funcado cotangente é periddica, de peri-
odo Tt.
Té&m-se, ainda, as seguintes informagdes sobre essa funcgio:
Paridade: para verificar a paridade, faz-se: f(—x)=cotg(-x). Vé-
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se, no ciclo trigonométrico apresentado na Figura 21, que

cotgx = BC e que cotg(-x)=BC = -BC, e, portanto,
cot gx =—cot g(— x). Logo, f(-x)=—f(x), ou seja, f é uma fungio
impar e, portanto, seu grafico apresenta simetria em relagcdo a ori-
gem do plano cartesiano.

\\C' B c/
M
X
A 0 X A
Ml
=
FIGURA 21

Sinal: pela defini¢do da fungdo cotangente, esta é positiva no 1° e 3°
quadrantes e negativa no 2° e 4° quadrantes.

Gréfico: assim como nas demais func¢des trigonométricas, estuda-se,
em geral, a fung@o cotangente para arcos no intervalo [0,2 . TC]. Co-

mo a fungdo € periddica de periodo T, seu grifico se repete a cada
intervalo de amplitude 7 radianos. Tomando-se, sobre o ciclo trigo-
nométrico, o ponto M, ndo coincidente com os pontos A e A', e mo-
vimentando-o no sentido anti-horério (positivo), até completar uma
volta, tem-se a seguinte tabela:

0+6| ® |mw-9 n+o| 3 | 2n—9
X 0 — b — 27
2 2
nao nao nao
esta oo 0 - esta oo 0 - esta
Y| defi- | defi- | defi-
nida nida nida
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Nesta tabela, § representa um infinitésimo, ou seja, 0 + 8, por exem-
plo, representa um arco cuja medida € infinitamente préoxima de 0
radiano, mas é maior o do que 0. Analogamente, T—J representa
um arco cuja medida é infinitamente proxima de 7 radianos, mas é
menor do que 7 radianos. O grafico de f é mostrado na Figura 22.

y
y=cotgx

2 0 72 n 302 o X

24

FIGURA 22

Analisando-se o grafico, observa-se que o conjunto imagem da fun-
¢do cotangente é o conjunto dos ndmeros reais, isto é, Im(f)=R .
Além disso, vé-se que a funcao é sempre decrescente.

Exemplo: estudar a fungdo y =f(x) = cot g(x - gj .

Observe que para que seja possivel calcular a cotangente do arco
X —% , é necessdrio que esse arco seja diferente de k-7t (ke Z), ou
seja:

x—g;tk-n(ke Z):>x;tg+k-n (ke Z).

Entdo: D(f)= {xe R/x # g +k-m (ke Z)} Atribuindo-se valores
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. L N
convenientes ao arco X —g, obtém-se valores para 0 arco X, como

mostra a tabela que se segue, e, em seguida, o grafico apresentado

na Figura 23.
X — L X y=cotgl X — kil
6 6
T ~ PR
0 g ndo esta definida
0+8 | T+s oo
x z 0
2 3
T—90 E + § )
4 2
T N e
o E ndo esta definida
T+0 3_TC — § 400
4 2
3-_7t _3 ‘T 0
2 4
2-1—-9 3n + S -00
4 2
27 T ndo esta definida
Conclusoes:

Paridade: f(—x)=cot g((— x)—gj =cot g(— X —gj . Portanto, a

funcio ndo é par, nem é fmpar, pois f(—x)#=f(x) e f(—x)=—f(x).

Imagem: Im(f)=R.
Periodo: vé-se claramente que o grafico se repete a cada intervalo de
amplitude 7 radianos. A primeira curva foi obtida para valores de x

T 7w . -
entre g e —— radianos. Entdo:
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y=cotg(x-1/6)

I\

6 /3 TORTW6 1 T6ATIIIDSENT6 2 136 Y

(=]
a

y=cotgx

FIGURA 23

De modo andlogo, vé-se que a segunda curva mostrada na Figura 23

- 7-m 13-m .
foi obtida para valores de x entre — e radianos e tem-se:

13w 7-m
= =TT

6 6

3.5 Funcéao Secante

N
Tomando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM de

medida x, de modo que a extremidade M do arco ndo coincida com
o ponto B(0,1) e nem com o ponto B’(0,—1), ou seja, a medida x do

£ T .
arco € tal que x # 5+k~fc (ke Z), este arco determina o segmento

orientado OM . A reta que tangencia o ciclo trigonométrico no pon-
to M intercepta o eixo dos cossenos no ponto S, determinando o
segmento orientado OS (Figura 24).
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B
M
X S
A 0 A
Bl
FIGURA 24

(@) - _
Por definicdo: se({AMJ =0S, ou seja, secx =0S.

Observe que, dado um nudmero real x (X ¢g+k T (ke Z)j , sem-

N
pre se pode associar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco,

pode-se associar um tnico nimero real y =0S. Tem-se, assim, uma

func¢do, chamada funcdo secante, isto é:
f:D > R

X > y=sec(x)
T
onde D={xeR/x¢E+k~n(ke z)}.

Por sua definicdo, fica claro que o valor da secante de um arco serd
sempre maior ou igual a 1 ou menor ou igual a —1, ja que o ciclo tri-
gonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que t€m a
mesma extremidade possuem secantes iguais. Assim, a cada volta
completa no ciclo trigonométrico, os valores da secante comecam a
se repetir, ou seja, a funcdo € periddica, de periodo 2- 7.

Tém-se, ainda, as seguintes informagdes sobre essa funcao:
Paridade: tem-se: f(—x)=sec(—x). Vé-se, na Figura 25, que

secx =0S e que sec(—x)=0S; logo, secx =sec(—x).
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Logo, f(-x)=f(x), ou seja, f é uma fungio par e, portanto, seu

grafico apresenta simetria em relagdo ao eixo Oy.

B
M
S
A' \ 0
Ml
BI
FIGURA 25

Sinal: pela defini¢do da funcdo secante, esta € positiva no 1° e 4°
quadrantes e negativa no 2° e 3° quadrantes.
Grafico: considerando o periodo de 2w radianos e tomando o pon-
to M sobre o ciclo trigonométrico, ndo coincidente com os pontos B
e B', e movimentando-o no sentido anti-horario (positivo), até com-
pletar uma volta, tem-se a seguinte tabela:

3.7
x| 0 | Eos| X2 a2 5|2 |2 s |2
2 2 2 2
nao nao
esta esta
y| 1 +oo | de- -0 | -1 -0o0 de- +o0 1
fini- fini-
da da

Assim como nas fungdes tangente e cotangente, § representa um in-
finitésimo. O gréfico de f € mostrado na Figura 26.
Analisando-se o grafico, observa-se que o conjunto imagem da fun-

¢do secante é:
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Im(f)={ye R;y<—louy=>1},istoé Im(f)=(—oco, —1]U[I, + o)
e que a funcdo é crescente no 1° e 2° quadrantes e decrescente no 3°
e 4° quadrantes.

Yy
4+

y=secx

0 /2 T 3n/2 2n X

FIGURA 26

3.6 Fungao Cossecante

N
Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM de
medida x, de modo que a extremidade M do arco ndo coincida com
o ponto A(1,0) e nem com o ponto A’(~1,0), ou seja, a medida x do

arco é tal que x #k-m (ke Z). Este arco determina o segmento o-

rientado OM ; a reta que tangencia o ciclo trigonométrico no ponto
M intercepta o eixo dos senos no ponto C, determinando o segmento
orientado OC (Figura 27).

(@] - -
Por definicdo: cos seC[AMJ =0C, ou seja, cossecx =0C.

Observe que, dado um nimero real x (x #k-n (ke Z)), sempre se

(@)
pode associar a ele um arco AM , de medida x, e, a esse arco, pode-

se associar um tnico nimero real y =OC. Tem-se, assim, uma fun-
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¢do, chamada funcdo cossecante, isto é:
f:D—-R

X >y =cossec(x)
onde D={xeR;x#k-m, ke Z}.

NJC

>
|
]
>

]

FIGURA 27

Nc
s
A'\ o)

d

FIGURA 28

Por sua definicdo, fica claro que o valor da cossecante de um arco



62

serd sempre maior ou igual a 1 ou menor ou igual a -1, ja que o ci-
clo trigonométrico tem raio 1. Além disso, observa-se que arcos que
tém a mesma extremidade possuem cossecantes iguais. Assim, a ca-
da volta completa no ciclo trigonométrico, os valores da cossecante
comecam a se repetir. Diz-se, entdo, que a funcdo € periddica, de pe-
riodo 21, que € a medida de um arco de circunferéncia.

Tém-se, ainda, as seguintes informagdes sobre essa funcio:
Paridade: a Figura 28 mostra que cos sec x = —cos sec(— x ), uma vez

que cossecx =OC e que cossec(—x)=0C" =-0C.

Logo, f(—x)=—f(x), ou seja, f é uma fungdo impar e, portanto,
seu grafico apresenta simetria em relagcdo a origem do plano cartesi-
ano.

Sinal: pela definicdo da funcdo cossecante, esta é positiva no
1° e 2° quadrantes e negativa no 3° e 4° quadrantes.

Griéfico: como a fungdo € periddica de periodo 2-7, seu grafico se
repete a cada intervalo de amplitude 2-7m radianos. Tomando-se o
ponto M sobre o ciclo trigonométrico, de modo que M ndo coincida
com os pontos A e A', e movimentando-o no sentido anti-horério
(positivo), até completar uma volta, tem-se a seguinte tabela:

x| 0 046 | L |n-5| = m+d | 3T | 2m-8| 2w
2 2
nao
nao nao esta
esta - 1 - esta o q o defi
Y defi- | ¥ 0| defi- ni-
nida nida da

O gréfico de f € mostrado na Figura 29; conclui-se dele que o con-
junto imagem da func¢do cossecante é:

Im(f)={ye R;y<-louy=>1},isto &, Im(f)=(-oo, —l]u[l, +o0).
Além disso, vé-se que a fungdo € crescente no 2° e 3° quadrantes e
decrescente no 1° e 4° quadrantes.
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0 2 b

3n/2

2n

FIGURA 29

3.7 Exercicios

1) Determinar o dominio das seguintes fungdes:

(a) y=sec(4-x)

Para que a secante de um arco esteja definida, é preciso que este seja

diferente de g+ k- (k € Z). Assim, deve-se ter:

4xzr1knkeZ)=>xzlrk-= (ke Z)
2 8§ 4

Entao: Dz{xeR/x ¢§+k-% (ke Z)}

(b) y=cotg(2-x)

De modo andlogo ao exercicio anterior, deve-se ter:

2. x#k-m(ke z):>x¢k§(ke 7),

ou seja, D={xeR/x¢k-g (ke Z)}
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(c) y=cos sec(Z - X —gj .
Tem-se:

2~x—£¢k'n32'X¢E+k'Tc:>X¢E+k'£ (ke Z)
4 4 8 2

e portanto, Dz{xeR/x ¢§+k-§ (ke Z)}

2) Determinar os valores de m que satisfacam a igualdade:

-1
2-3-m
Lembrando que o conjunto imagem da fungdo f(x)=senx é [— 1,1],

(a) senx =

segue-se que o valor do seno de um arco ¢ um nimero maior ou i-
gual a -1 e menor ou igual a 1, ou seja, —1<senx <1, ou, ainda,

|senx| <1. Assim, para que a expressdo dada faca sentido, deve-se
ter:
el o
2-3-m
Maneira errada de se resolver essas inequagoes do 1° grau:
e multiplicar todos os membros das desigualdades por (2—3-m),

ou seja:

el e (e-3m)<m-1<2-3.m=
2-3-m ;

=-2+3 m<m-1<2-3m

¢ resolver separadamente as seguintes inequagdes:

(1) —2+3-m$m—1:>2-m$1:>m£%

) m—1S2—3-m:>4~mS3:>mS%.
Procedendo dessa forma, observa-se que se os valores de m devem

L 1 L
ser, a0 mesmo tempo, menores ou 1guais a 5 € menores ou i1guaits

%, entdo a solucdo do problema dado seria: S = {me R/m< %}

Ver-se-4, em seguida, que esta solucao estd incompleta, uma vez que
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o procedimento adotado estd errado.
Maneira correta de se resolver essas inequagdes do 1° grau: ha duas
inequagdes do 1° grau para serem resolvidas:

m-—1 m-—1
D-1< e (I <l1.
D 2-3-m ( )2—3.m

Sua resolugdo deve ser feita como segue.

@m-1c ol o m=l g melt2=dmy
2-3'm 2-3m 2—-3-m
1—2-m20
2-3-m

E importante observar que ndo se trata, aqui, de resolver separada-
mente inequagdes com o numerador e o denominador da fragdo. O
que se procuram sdo os valores da varidvel m que tornem a fragdo
maior ou igual a zero. Levando-se em conta que o sinal de uma fra-
¢ao depende dos sinais de seu numerador e de seu denominador, é
preciso estudar, separadamente, os sinais das fungdes que compdem
a fracdo, para depois estudar o sinal do quociente dessas duas fun-
¢coes. Assim, tem-se:
e fungdo do numerador: y=1-2-m.
Lembrando que uma fun¢do somente pode mudar de sinal quando
seu grafico intercepta o eixo Ox, determina-se, primeiramente, o ze-
ro dessa funcio, para, em seguida, determinar os sinais que ela as-
sume, cComo segue:

1
1-22m=0=>m=—.

2
Entdo, a fungdo y=1-2-m pode mudar de sinal apenas no ponto

m =%. Tomando-se qualquer valor de m menor do que %, obser-

va-se que a fungdo tem sinal positivo. Por exemplo, para m = 0, tem-
se y=1>0. Da mesma forma, tomando-se qualquer valor de m

maior do que %, observa-se que a fungfo tem sinal negativo. Por
exemplo, para m=1, tem-se y=1-2-1=-1<0. Tem-se, assim, o
diagrama de sinais da Figura 30 para a funcdo y=1-2-m.
+ -
1/2 m
FIGURA 30
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¢ funcdo do denominador: y=2-3-m. Repetindo o procedimento
anterior, vem:
2—3-m=0:>m=%.
Assim, os sinais dessa fung@o sdo os mostrados na Figura 31.
+ -
2/3 m
FIGURA 31

E preciso, agora, determinar os valores de m que tornam a fracio
maior ou igual a zero. A maneira mais pratica de se fazer isso é co-
locar os dois diagramas apresentados nas Figuras 30 e 31, respeitan-
do a relac@o de ordem das raizes das duas funcdes, e “dividir” os va-
lores de m do numerador pelos do denominador em cada intervalo
entre as raizes. Tém-se, entdo, os sinais da Figura 32.

+ - -
1/2 m
+ + - N
2/3 m
+ . - + N
1/2 2/3 m
FIGURA 32

Nessa figura, vé-se que:
1 ~
¢ tomando valores de m menores do que > os valores da funcdo do

numerador sdo positivos, assim como os da funcdo do denominador.
Assim, o quociente entre esses valores € positivo;

1 2
e tomando valores de m entre E e g, os valores da funcdo do nu-

merador sdo negativos, enquanto que os valores da func¢do do deno-
minador s@o positivos. Logo, o quociente entre esses valores é nega-
tivo;

. 2
¢ tomando valores de m maiores do que 5 , os valores das duas fun-

¢Oes sdo negativos e, portanto, o quociente entre esses valores é po-
sitivo.
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1 - .
Em m =E a fragcdo se anula, pois esse valor anula o numerador da

fracdo. O valor m =§ deve ser descartado, pois ele anula o deno-

minador da fragdo, tornando-a sem sentido. Entdo, os valores de m
que tornam a fracdo maior ou igual a zero sdo aqueles que sao me-

N . 2
nores ou iguais a 5 ou maiores do que 3

Resolve-se, agora, a outra inequagao:

a =l mel o met=2Hd m
2-3-m 2-3-m 2-3-m
4~m—3SO
2-3-m

Novamente, devem ser estudados os sinais das fungdes que com-
poem a fracdo, separadamente, para depois estudar o sinal do quoci-
ente dessas duas funcdes. Entdo:

¢ funcdo do numerador: y=4-m-3:

4~m—3=0:>m=§.

4
Entdo, a fungdo y=4-m—3 pode mudar de sinal apenas no ponto
m= % . O estudo de sinal desta fun¢ao € mostrado na Figura 33.

- + N
3/4 ‘m
FIGURA 33

¢ fungdo do denominador: y =2—-3-m. O estudo dessa funcao j4 foi

feito anteriormente. Assim, determinam-se, agora, os valores de m
que tornam a fragdo menor ou igual a zero, levando-se em conta os
sinais do numerador e do denominador, como mostra a Figura 34.
Nessa figura, vé-se que:

2
¢ tomando valores de m menores do que 3 os valores da funcio do

numerador sdo negativos e os da funcdo do denominador s@o positi-
vos. Assim, o quociente entre esses valores € negativo;

2 3 ~
¢ tomando valores de m entre 3 e 2 os valores das duas fungdes
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sd0 negativos e, portanto, o quociente entre esses valores é positivo;

. 3 ~
¢ tomando valores de m maiores do que 2 os valores da fungdo do

numerador sdo positivos e os da fun¢do do denominador sdo negati-
VOs, ou seja, o quociente entre eles é negativo.

- - +
3/4 m
+ - TN
2/3 m
- + -
2/3 3/4 m
FIGURA 34

3 - .
Em m ZZ a fragc@o se anula, pois esse valor anula o numerador da

~ 2 .,
fracdo. Novamente, descarta-se o valor ng, j4 que ele anula o
denominador da fracdo. Entdo, os valores de m que tornam a fragao

) _ . 2
menor ou igual a zero sdo aqueles que s@o menores do que — ou

. .. 3
maiores ou iguais a rk

Depois destas duas inequacdes do 1° grau terem sido resolvidas se-

paradamente, € preciso observar que, para que se tenha

—1<senx <1, ou seja, —1< m——l <1, deve se procurar os valo-
2-3'm

res de m que satisfacam as duas ao mesmo tempo. Assim, é preciso

fazer uma intersecdo das solugdes das duas inequagdes que foram

resolvidas. A Figura 35 apresenta essas solugdes e sua intersecao.

(I 1/2 2/3 m

(II) 2/3 3/4 (m

(DHN(I1) 1/2 2/3 3/4 “m
FIGURA 35

Verifica-se, finalmente, que os valores de m que satisfazem as duas
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. L L 1 ~ .
mequagoes sao aqueles menores ou 1guais a E ou O0S que Sao mailo-

.. 3 . ~ <
res ou iguais a 2 ou seja, a solugdo procurada é:

S=qme R/mSl ou mZé = —oo’l U 2’4_00 )
2 4 2 4
Apenas a titulo de verificacdo, considere-se um valor de m que seja

menor do que %, por exemplo, m = 0. Tem-se:

m-—1 0-1 1
senx = = =——,

2-3.m 2-3.0 2

. - 1
ou seja, esse valor de m acarreta para a funcdo seno o valor 5
que € um valor possivel. Tomando-se um valor de m maior do que
3
—, por exemplo, m = 1, vem:
4

m-1 _ 1-1 _
2-3-m 2-3-1
que também € um valor possivel para a fung¢do seno. Por outro lado,

0,

Senx =

1 3
tomando-se um valor entre E e Z , por exemplo, m = 0,6, tem-se:

m-1 _ 06-1 —04
senx = = = =2,

2-3m 2-306 02
que é um valor absurdo, pois ndo hd nenhum arco x para o qual se

1
tenha senx = -2. Para m = E , tem-se:

m-—1 0,5-1 -0,5
senx = = = =—

2-3m 2-3-05 05

3
e, para m= 7 tem-se:

m-1  0,/75-1 _—0,25_1
2-3-m 2-3-0,75 -025
ou seja, esses valores de m satisfazem as desigualdades
—1<senx<1.

Ressalte-se que, quando se resolveram as inequacdes

Senx =

B
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m-—1 . <
-1< T am <1 da maneira errada, obteve-se a solugdo
p— . m

S= {xe R/x< %} Comparando essa solucdo com a solucao corre-

. L3 ~
ta, observa-se que oS valores de m maiores ou 1guais a Z nao estao

contemplados na solugdo errada. Pergunta-se: onde estd o erro na
primeira maneira de resolver?

O erro _estd em multiplicar _as desigualdades pela expressdo
(2 -3 m), porque esta expressdo poderd ser positiva ou negativa,

dependendo dos valores de m.
Para os valores de m para os quais a expressao (2— 3. m) € maior

. m-—1
do que zero, as desigualdades —1< T am <1 permanecem com 0
— . m
mesmo sentido, quando multiplicadas por (2 -3. m). Entretanto,
para os valores de m para os quais esta expressdo é negativa, as de-
. m-—1 . ~ .
sigualdades —1 Sﬁ <1 mudam de sentido. Isso nio foi leva-
f— . m
do em considerac¢do na primeira forma de fazer, que, por esse moti-
vo, ndo possibilitou encontrar a outra parte da solucdo, que sdo os

. .. 3 . ~ .
valores de m maiores ou iguais a 1 Reafirma-se, entdo, que a pri-

meira forma que as desigualdades foram resolvidas esta errada.

m?-3-m+2

m-—1
De forma andloga a fun¢do seno, o conjunto imagem da funcio cos-
seno é [— 1,1] e, portanto, o valor do cosseno de um arco € um ndme-

(b) cosx =

ro sempre maior ou igual a -1 e menor ou igual a 1, ou seja,
—1<cosx <1, ou |cos x| <1. Assim, para que a expressdo dada faca
sentido, deve-se ter:
2
m-—-3-m+2
<

-1<—=<1.
m-—1
Té&m-se, assim, as inequacoes
m”-3-m+2 P-3m+2 _

M-1< e m 1,
m
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que serdo resolvidas separadamente.

2— . 2— .
(D_lsw,ouseja,wz_k
m-—1 m-—1

2 2
m 3m+22_]:m 3m+2+120:

m-—1 m-—1

2 2
m”-3-m+2+m-1 20:>m —2'm+120
m-1 m-—1
A inequagao obtida pode ser resolvida com o procedimento utilizado
no exercicio da parte (a) ou, nesse caso especifico, de uma forma
mais simplificada, como segue: observe que o numerador da inequa-

¢do pode ser fatorado na forma:

m? —2-m+1=(m—1)2;

assim, a inequagao fica:

(m—1)*
m-—1

Para m — 1 # 0, ou seja, para m # 1, pode-se dividir o numerador e

o denominador pela expressdo m — 1, obtendo-se:

m-120=>m2>1.

Portanto, os valores de m que satisfazem a inequagao (I) sdo aqueles

que sdo estritamente maiores do que 1, ja que m deve ser diferente

de 1.

E claro que se poderia ter adotado o procedimento do exercicio do

item (a), desenvolvido a seguir. Para resolver (I), devem-se estudar

separadamente os sinais do numerador e do denominador da fragdo.
Entdo, vem:

>0.

¢ fun¢do do numerador: y = m?-2-m+1.
Esta fun¢do do 2° grau tem dois zeros iguais, isto €, m = 1 é uma ra-

iz dupla da equagdo m? —-2-m+1=0. Assim, o estudo de sinais da
funcao € mostrado na Figura 36.

+ +
1

AN
/m
FIGURA 36

¢ fun¢do do denominador: y=m—1. Tem-se:
m—-1=0=>m=1.
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A Figura 37 mostra os sinais dessa fun¢do.

- +
1 m

FIGURA 37

Logo, para determinar os valores de m que tornam a fragdo maior ou
igual a zero utilizam-se os dois diagramas apresentados nas Figuras
36 e 37, conforme mostra a Figura 38.

+ + .
1 “m
- +
1 m
- +
1 m
FIGURA 38

Nessa figura, vé-se que tomando valores de m maiores do que 1, os
valores da frag@o s@o positivos e tomando valores de m menores do
que 1, a fracdo se torna negativa. O valor m = 1 deve ser descartado,
porque anula o denominador da fragdo. Assim, como anteriormente,
vé-se que os valores de m que satisfazem a inequacao (I) sdo aque-
les que sdo estritamente maiores do que 1.

Resolve-se, agora a inequacgdo:

2
m —3-m+2S

(II) 1.
m-—1
Tem-se:
2 2
m 3m+2S]:m 3m+2_1$0:
m-—1 m-—1
2 2
m —3'm+2—m+1S0:m —4'm+3S0.
m-—1 m-—1

Novamente, pode-se fatorar o numerador da fracdo, utilizando-se,
para isso, os zeros da func¢do y = m?-4-m+3, quesiom=1em
= 3. Entdo, obtém-se a seguinte fracdo:

m? —4-m+3 _ (m-1)-(m-3) )

B

m-—1 m-—1
Param - 1 # 0, isto &, para m # 1, pode-se dividir o numerador e o
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denominador da frag¢do por (m — 1) e vem:
m? —4-m+3 _ (m—l)-(m—3)

m-—1 m-—1
2
. . -4-m+ s ~
Assim, a inequagdo m—r]n3 <0 reduz-se a inequagdo
m p—

m—3<0, ou seja, m<3. Portanto, os valores de m que satisfazem
(II) devem ser menores ou iguais a 3, mas devem ser diferentes de 1.
Também aqui se poderia fazer o estudo de (II) estudando, separada-
mente, os sinais do numerador e do denominador da fracéo:

=m-3.

¢ funcéo do numerador: y = m?—4-m+3.

As raizes reais da equacdo m?-4-m+3=0siom=1lem=3e,
portanto, o estudo de sinais da funcdo € o que mostra a Figura 39.

+ - + O
1 3 m
FIGURA 39
¢ fun¢do do denominador: y=m—1. Tem-se:
m-1=0=>m=1.
Os sinais dessa func¢do sdo os da Figura 40.
- + N
1 m
FIGURA 40
Tém-se, assim, as conclusdes mostradas na Figura 41.
+ - +
1 3 /m
- + +
1 /m
- - +
1 3 “m
FIGURA 41

Nessa figura, vé-se que tomando valores de m maiores do que 3, os
valores da fragcdo s@o positivos e tomando valores de m menores do
que 3, a fragcdo se torna negativa. O valor m = 1 deve ser descartado,
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porque anula o denominador da fracdo. Assim, como anteriormente,
vé-se que os valores de m que satisfazem a inequacgéo (II) sdo aque-
les que sdo menores ou iguais a 3 e diferentes de 1.

E preciso, agora, considerar a intersecio das solugdes das duas ine-
quacdes (I) e (II) que foram resolvidas. A Figura 42 apresenta essas
solucdes e sua intersecao.

9] 1 m
(I1) 1 3 m
MmNan 1 3 m

FIGURA 42

Verifica-se, finalmente, que os valores de m que satisfazem as duas
inequacg0es sdo aqueles maiores do que 1 e menores ou iguais a 3, ou
seja:

S={meR/1<m<3}=(13].

(c) tgx=2-m-1
Lembrando que, para todo arco x tal que x # g +k-m (ke Z), 0 va-

lor da tangente de x pode assumir qualquer valor real, segue-se que a
expressdo dada tem sentido para qualquer niimero real m. Assim,
tem-se S=R..

(d) cossecx=1-2-m
Nesse caso, como o valor da cossecante de um arco x tal que
xzk-m(ke Z) é sempre menor ou igual a -1 ou maior ou igual a 1,

devem-se impor a expressao dada as condigdes:

cossecx <—1 ou cossecx >1,

isto €&,

I-22m<-loul-2-m21.

Novamente, hd duas inequagdes do 1° grau para serem resolvidas.
Assim, tem-se:

H1-2-m< -1

A maneira correta de se resolver uma inequacdo como esta é a que
se segue.

1-22m<-1=1-2-m+1<0=2-2-m<0.
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E preciso, ento, estudar os sinais da fun¢io y=2-2-m para de-
terminar para quais valores de m ela € menor ou igual a zero. Para
isso, determina-se o zero da fung¢ao, que € o tnico ponto onde a fun-
¢do pode mudar de sinal. Tem-se:
2-2-m=0=m=1.
Assim, o estudo de sinais da fun¢@o é como mostra a Figura 43.

+ - N
1 m
FIGURA 43

Logo, os valores de m para os quais a fun¢do é menor ou igual a ze-
ro sdo aqueles maiores ou iguais a 1, os quais satisfazem, entdo, a
inequacao (I).
Resolvendo, agora, a inequacdo (II), vem:

I 1-2-m=1
Tem-se:

1-2m21=1-2-m-120=-2-m=0.
Pode-se proceder, aqui, de duas maneiras; uma delas € dividir ambos
os membros pela constante -2, lembrando que o sentido da desigual-
dade fica invertido, ou seja:

-22m20=>m<0.
e j4 se tem a solucdo da inequacao, isto €, os valores de m que satis-
fazem (II) sdo os menores ou iguais a zero.
A outra forma é a mesma que se utilizou para resolver (I), ou seja,
estudam-se os sinais da fun¢do y=—2-m:

-22m=0=>m=0.
Portanto, o estudo de sinais da funcio € o que mostra a Figura 44.
+ -
0 ‘m
FIGURA 44

Logo, os valores de m para os quais a fungdo € maior ou igual a zero
sa0 aqueles menores ou iguais a 0, como ja se havia concluido.

Uma vez que devem ser satisfeitas as inequacdes (I) ou (II), é preci-
so fazer a unidio de suas solugdes, indicada na Figura 45.

Logo, a solucdo geral é:

S={meR/m<0oum>1}= (—OO,O]U[I.+°°).



76

(M 1 m

(II) 0

(Hun 0 1
FIGURA 45

3V 3

(e) secx :m_-i-Z
m-—1

De modo andlogo ao exercicio anterior, tem-se que o valor da secan-
T . .

te de um arco x (x ¢E+k'n s ke Zj € sempre menor ou igual a -1

ou maior ou igual a 1; assim, impdem-se a expressdo dada as condi-

coes:
secx <—1 ou secx>1,

isto €,
mF2 on 25
m-—1 m-—1

Resolvem-se, portanto, essas duas inequagdes do 1° grau.
m+2

D <-1

m-—1
Tem-se:
m+2S_]:m+2_|_ls():m+2+m—lSO:2-m+1SO
m-—1 m-—1 m-—1 m-—1

Estudam-se, assim, separadamente, os sinais das fungdes do nume-
rador e do denominador:
¢ funcdo do numerador: y=2-m+1.

2'm+1:0:m:—%.

Entdo, a fungdo y=2-m+1 pode mudar de sinal apenas no ponto

1 . . <
m=——. Tem-se, assim, o estudo de sinais para a fungdo

y=2-m+1 da Figura 46.
- + N
-1/2 m
FIGURA 46
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¢ fun¢do do denominador: y =m—1. Repetindo o procedimento an-
terior, vem:
m-1=0=m=1.

Assim, os sinais dessa fungdo sao aqueles mostrados na Figura 47.

- + N
1 “m
FIGURA 47

Considerando os sinais do numerador e do denominador, tém-se os
sinais da fracdo mostrados na Figura 48.

- + +
-1/2 m
- - +
1 m
+ - +
-1/2 1 /m
FIGURA 48

Vé-se, entdo, que os valores de m que tornam a fracdo menor ou i-

~ . . 1
gual a Zero Sao OS malores ou 1guais a _E e menores do que 1.

m+?2

(ID) >1

m-—1
mt2 o mF2 s mi2omEl g 3 sy
m-—1 m-—1 m-—1 m-—1

O estudo de sinais dessa fragdo ¢ mais simples do que o anterior, ja
que o numerador € uma constante sempre positiva, o que acarreta
que o sinal da fracio € determinado pelo sinal do denominador, que
ja foi estudado. Conclui-se, assim, que os valores de m que tornam a
fracdo maior ou igual a zero sao os maiores do que 1 (ja que m deve
ser diferente de 1).

Faz-se, agora, a unido das solugdes das inequacdes (I) e (II), como
mostra a Figura 49.

Conclui-se, assim, que o conjunto-solugao é:

S:{me R/—%Sm<1 ou m>1}:[—%,1ju(].+oo),

o qual pode ser escrito, ainda, na seguinte forma:
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S:{me R/m2—%em¢1}:[—%,lju(l.+oo).

- m
1/2 1 G
-1/2 1 m
-1/2 1 “m

FIGURA 49

3) E verdadeira ou falsa a afirmacdo: ndo existe X tal que cosx =3 ?
E verdadeira, pois o conjunto imagem da fungdo f(x)=cosx §é o in-
tervalo [— 1,1], isto é, —1<cosx <1, para todo nimero real x. Logo,
para nenhum arco X ter-se-a4 cosx =3.

4) cos(3)= cos(3° )?

N#o. Uma idéia muito comum é entender cos(3) como sendo
cos(3° ), o que ndo é correto. Quando se indica cos(3), est se que-
rendo calcular o valor que a funcdo cosseno assume em x = 3 radia-
nos (que é proximo de 7 radianos). Entretanto, 3° € um arco proxi-

mo de 0°. Tém-se: cos(3)=—1 e cos(30 )E] . A Figura 50 mostra os
arcos de medida 3 radianos e 3°.

IRV

FIGURA 50
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5) Sao verdadeiras ou falsas as afirmagdes seguintes?

(a) cos?(x? =|cosx|.

E falsa. Lembrando que \/:':1_2 =lal,
Veos? (2] =|cos(x? | =Jeos(x - x) #[cos .

T
Por exemplo, tomando-se x =—, vem:

4/COS iX ’ COS = COS =

=0.

T
|cos x| =|cos—
2

(b) cos? x =cosx”.
E falsa. Para qualquer arco de medida x, tem-se:

cos? x = (cos x)* = (cosx)- (cos x).

Por outro lado, cosx? = cos(x2 ): cos(x - x).

T
Por exemplo, se x = 5 , vem:

)
cos(x2)=co{[gﬂ=Cosg.§j=co{§j¢o.

Isso exemplifica o fato de que cos’ x # cos(xz), ou, num abuso de

linguagem, cos® X #cosx”.






4 RELACOES TRIGONOMETRICAS

4.1 Relagdes fundamentais

(D) sen’x +cos’ x =1

N _
Seja x a medida do arco AM ; na Figura 1, tem-se: OP=cosx e
0Q =PM = senx .

o
N

FIGURA 1

Considerando 0 tridngulo retangulo OMP, tem-se:
—V2 (2 () ) — =

(OP) + (PM) = (OM) =1. As medidas OP e PM sdo iguais, em
valores absolutos, aos valores de cosx e senx, respectivamente. As-
sim, quaisquer que sejam os sinais dessas funcdes, vale:

sen’x +cos’x =1.

senx

(b) tgx =

COSX

(@]
Seja x a medida do arco AM, sendo x ¢§+kon (ke Z); na Figu-

ra 2, tem-se AT= tgx .
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N

FIGURA 2

Uma vez que os tridngulos OPM e OAT sdo semelhantes, tem-se:

o M -2
OA AT OP

AT ,PM e oP sdo, respectivamente, os valores absolutos de tgx ,

senx e cosx. Como a tangente é positiva ou negativa conforme o
seno e o cosseno tenham mesmos sinais ou sinais contrarios, a rela-
senx

¢do vale sempre. Assim: tgx = .
cosX

1
(c) cotgx =—
tgx

N
Seja x¢§+k'ﬂ:ex¢k-ﬂ: (ke Z) a medida do arco AM ; na Fi-

gura 3, tem-se: AT = tex ; BC = cot ex .
Os tridngulos retangulos OAT e OBC sao semelhantes, pois os an-

gulos agudos AOT e OCB sio congruentes, sendo alternos internos
de duas paralelas cortadas por uma transversal.
Entao:

BC OB — 1
:ZrzB ==,',C0th=_.
OA AT AT tex
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N

FIGURA 3

A relag@o também se verifica quanto ao sinal, j4 que a tangente e a
cotangente de um arco t€ém o mesmo sinal. Por conseqiiéncia, con-
clui-se, ainda, que:

COS X

cotgx = .
senx

—
N

FIGURA 4
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(d) secx =
Ccos X

N
Seja x a medida do arco AM, sendo x ¢§+ k- (ke Z); na Figu-

ra 4, tem-se: OP=cosx e OS=secx .
Nesse caso, os tridngulos retingulos OMS e OPM sao semelhantes,

pois tém o angulo agudo O comum. Assim, vem:

0S OM — 1
==T:>OS==.'.SCCX= .
OM 0] 0] Cos X
A relacdo também se verifica quanto ao sinal, j4 que a secante e o

cosseno de um arco tém o mesmo sinal.

(e) cossecx =
senx

N
Seja x a medida do arco AM , sendo x #k -7 (ke Z); na Figura 5,

tem-se: O_Q = m =Ssenx € @ =COSsseCXx.

D

o
N

FIGURA 5

Aqui, os tridngulos retdngulos OMD e OPM sao semelhantes, pois

os angulos MOP e ODM sio congruentes, por serem angulos de
lados perpendiculares.
Entao:
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OD OM — 1
—=——=0D==—=..cossecx = .
OM PM PM senx
A relagdo também se verifica quanto ao sinal, pois a cossecante e 0
seno de um arco t€ém o mesmo sinal.

4.2 Relagdes conseqlentes

(a) seczx=1+tg2x,para x¢§+k~n ke 7).

Algebricamente, pode-se demonstrar a relagdo das duas formas se-
guintes:

) ) sen’x +cos? x 1
esen“x+cos” x=1= 5 = —=
cos” x cos” x
sen’x 1 2 2
5 +1= 5 — = sec x=14+tg°x
cos” x cos” x
2 sen’x sen’x +cos? x 1 2
g X+l=—7F—+I1= 5 =—5—=sec” X
cos” X cos” X cos” X
B /
MAT

FIGURA 6

Geometricamente, considerando-se a Figura 6, tem-se que os triin-
gulos retdngulos OMS e OAT sao semelhantes e, portanto, vem:
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MS _ OM _ ¥is=art.
AT OA

Por outro lado, do tridngulo OMS, retangulo em M, vem que:
(oM +(isf = (0s) = (0sf =1+ (s :
assim:

(&)2 =1+ (ﬁ)z e, portanto, sec? x =1+ tgzx .

(b) cosseczx:1+cotg2x,para xzk-w (ke Z).

Algebricamente, pode-se demonstrar a relagdo das duas formas se-
guintes:

5 2 sen’x +cos” X 1
esen“x+cos“x=1= > = —=
sen”~x sen”x
2
cos” X 2 2
=1+ = =cossec” x =14+cotg”x
sen“x  sen"x
2 cos? x cos? x +sen’x 1 2
e cotg"x+1= s—+l= 5 =———=cossec” X
sen“x sen“x sen“x
\D
B C
X

N

FIGURA 7

Geometricamente, considerando-se a Figura 7, tem-se que os trian-
gulos retdngulos OMD e OBC sao semelhantes.
Portanto:
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MD _ OM _ VB -BC.
BC OB

Por outro lado, do tridngulo OMD, retangulo em M, vem que:
(oMY + (D =(0Df = (OD) = 1+ (MD :

—\2 —\2
assim: (OD) =1+ (BC) e, portanto, cos sec’x =1 +cotg2x.

4.3 Exercicios

1) Dado que senx = —% , sendo 3Tn <x <2-m, calcular o valor das

demais funcdes trigonométricas do arco x.

Da relacdo  fundamental sen’x +cos’

x=1, vem que
cos” x =1-sen’x . Entio:

2
cos’x =1- _4 =1—£=2,
5 25 25

3 L S e
de onde se segue que cosx = ig. A determinagdo do sinal € feita
pela informagdo de que o arco x pertence ao 4° quadrante, onde a

~ o . . 3 .
funcdo cosseno € positiva. Assim, conclui-se que cosx = 3 A partir

dos valores das funcdes seno e cosseno determinam-se os valores
das demais fungdes trigonométricas de x:
4

5

Sotgx =—= ;
cosx 8 3 3
5

cot X—L ".cot X——i'
¢ tgx 8 4°

SECX =

5
s.SecX =—;
COSX 3

COSSECX =

5
.. COSSecX = ——.
senx 4

2) Calcular cosx, sabendo que cotgx = 2-_m’ comm> 1.
m
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Tem-se:

2. _ 2 2. _ 4-m
cossec” x=1+cotg"x=cossec” x=1+———=

(m—1)?
(m—])2 +4-m m?+2-m+1 _ (m+])2 _(m+]j2
(m—1)* (m-1)*  (m-1)?
.. COSSECX = im—H
m-—1
Uma vez que m > 1, segue-se que cotgx >0, ou seja, o arco X ¢ tal

m-—1

e 3. .
que 0<x< 3 ou T<X< B Logo, devem ser consideradas as
duas hipdéteses:
s
e 0<x<—:
2

m+1 m-—1
COSSECX =———=>senx = ———
m-—1 m+1

m-1 2-vm _2-Ym |

m+1 m-1 m+1

.COS X =Senx - cot gx =

3.
e TIX<—:

m+1 m-—1
COSSECX = ————=>Senx = —
m-—1 m+1
m-1 2-4m 2-4m
+.COSX =Ssenx - cot gx =— . =— .
m+1 m-1 m+1

2-4/m

m+1

Conclui-se, assim, pelos dados do problema, que cosx ==

3) Dado que cotgx = e 0<x <g, calcular os valores

(a - 1)~ Ja
2-a
das demais fungdes trigonométricas do arco x.
T ~
Observe-se que, se 0 <x < 5 , entdo cotgx >0 e, portanto, deve-se
ter a > 1. Calculam-se, agora, os valores solicitados:

2-a
=>tgx =

1
cot gx (a—l)'\/g’

(] tgx:
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2 (a-1)°-a

4.a°
Como a > 1, pode-se, na fragcdo, dividir numerador e denominador
por a e vem:

e cossec’ X =1+cotg2X:>cossec x=1+

(a—l)2 _ 4~a+(a—1)2 _ a’+2-a+1 _ (:':1+1)2
4.a 4-.a 4-.a 4-a

cossec’ x =1+

T ~ . P ~ ..
Sendo 0<x < 2 onde todas as fungdes trigonométricas sao positi-

vas, conclui-se que

COSSECX = a+l
2-4a
2-va
® senx = = senx = ;
cossecx a+l1
2-+a
enx
® tox = —>COSX = = COSX = atl =
COS X tgx 2-a
(a—l)’\/;
_(a—1)~a_a—1 )
(a+1)-a a+l’
a+1
® secx = =secx =——
COSX a—

4) Sabendo que 16-cos’ x +3-sen’x =7 , calcular o valor de tgx .

Valendo-se da relacdo fundamental sen’x +cos” x =1, obtém-se 0

sistema seguinte, que permite determinar os valores de sen’x e
cos’x :
2 2, _
16-cos”x+3-sen“x =7
b

cos’x+ sen’x =1

9 4
resolvendo-se, vem: sen’x =B e cos’x ZE’ de onde segue-se

9 s ~
que tgzx = R Uma vez que ndo hd informagdes sobre o quadrante
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. . 3
no qual se localiza o arco X, conclui-se que tgx = iE .

5) Exprimir todas as fungdes circulares de um arco x em funcio de
senx.

(a) sen’x +cos? x =1=>cos® x =1—sen’x =>cosx = +4/1 —sen’x

senx senx
b) tgx =—=tgx =t —r—=
cosx 1—sen’x

2

COS X 1-sen”x
=>cotgx=t———
senx cosX

1

(c) cotgx =

(d) secx = =>secx =1

2

CosXx 1-sen“x

(e) cossecx =
senx

2

6) Sabendo que senx = e 0<x< g , calcular os valores das

1+a’

demais fungdes circulares do arco x.
Primeiramente, € preciso lembrar que 0<senx <1, j4 que o arco X

pertence ao primeiro quadrante. Entao, vem:

1—a?

0< <I.

1+a
Resolve-se, assim, cada uma das duas desigualdades simultaneas se-

paradamente e depois se faz a intersecao das duas solugdes. Tem-se:

.2 a2
M 0<2 32:1 >0

1+a 1+a

¢ fun¢do do numerador: y=1- a’.

Esta funcéo do 2° grau tem dois zeros distintos: a = -1 e a = 1. As-
sim, o estudo de sinais da fungdo € o que esta apresentado na Figura
8.

- + -

FIGURA 8



91

e fun¢do do denominador: y =1+a’. Esta fungdo do segundo grau

ndo tem zeros reais e € positiva, para todo a. Assim, tém-se 0s sinais
da Figura 9.

+ + +

FIGURA 9

Considerando, agora, os sinais do numerador e do denominador, ob-
tém-se aqueles mostrados na Figura 10, de onde se conclui que os
valores de a que satisfazem essa primeira inequagdo estdo entre -1 e
1, excluindo-se estes valores.

- + -
-1 1 a
+ + +
a
- + -
-1 1 “a
FIGURA 10

Assim, tomando valores de a entre -1 e 1 os valores da fragdo
2

5 serdo estritamente positivos.

I+a
Resolve-se, agora a inequacio:
1-a®
n > <l.
1+a
Tem-se:
<lm— o 1<0m— T <05 <0
I+a I+a 1+a 1+a

E ficil ver que o numerador da fracdo é sempre menor ou igual a ze-
ro e que o denominador é sempre estritamente positivo, Assim, para
que a fracdo seja estritamente menor do que zero, basta que se to-
mem valores de a diferentes de zero. A Figura 11 mostra o estudo de
sinais dessa inequagao.

0 a
FIGURA 11
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Usando os dois resultados apresentados nas Figuras 10 e 11, obtém-
se a conclusdo para os valores de a que podem ser considerados no
célculo das fungdes trigonométricas solicitadas, conforme mostra a
Figura 12.

- + -
1 1 ‘a
- RN
0 a
N
-1 0 1 a

FIGURA 12
2
Logo, os valores de a que satisfazem as desigualdades 0 < <1

1+a’

sdo aqueles maiores do que -1 e menores do que 1, mas diferentes de
zero, isto é: —l<a<l e a#0.

Pode-se, agora, calcular os valores das demais funcdes circulares de
X:

COSZX_l— 1—a2 2_(1+a2)2+(1—a2)2_
et (1+az)2 )
:1+2~a2+a4—1+2~a2—a4: 4.a2
(1+a2)2 (1+a2)2
Portanto,
cosx == 2.32.
1+a

Observe que, se 0 <a <1, vale o sinal positivo; se —1<a<0, vale o
. . T
sinal negativo. Entretanto, lembrando que 0 < x < 5 , onde todas as

2-a
A 9
1+a?
ou seja, os valores de a devem ser tomados estritamente maiores do
que 0 e estritamente menores do que 1.

Conhecendo-se senx e cosXx, calculam-se os valores das demais

funcdes trigonométricas:

funcdes trigonométricas sdo positivas, segue-se que COSX =



1—a?
2
tox = 1+a’ _1-a
gX = =
2-a 2-a
1+a?
cotgx = _ 23
tgx 1-a’
1 1+a’
secx = =
COSX 2-a
1+a’
COSSECX = =

senx |—aga2

7) Verificar as seguintes identidades trigonométricas:

2 2 2 2
(a) sec” x +cossec” X =sec” X-cossec” X
Partindo do 1° membro, vem:
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5 ) 1 1 sen’x + cos? x
sec” X +cossec” X = t——— = 5 5
cos“X sen“X sen“x-cos” x
_ 1 1 | 5
=— T S~ =sec” X-cossec” X

s€n X -CoS X COS X sen X

(b) tgzx + tg4x =sec* x —sec? x

Tem-se:

tg2x + tg4x = (sec2 X —1)+ (sec2 X — 1)2 =
2

sec’x —1+sec* x —2-sec? x +1=sec? x +sec* x —2-sec’ x =

= SGC4 X — SGC2 X

Exercicios propostos.

1) Sabendo que tgx =5, com T< X < 3771: , calcular o valor da ex-

~ COSX —Secx
pressdo: y=————.
Senx — CosSec X

(R.:y =125)

2) Calcular m de modo que se tenha senx=2-m+1 e
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cosx=4-m+1. [R.:m:—— ou m:——j

3)Se 10-tgx +16-cosx =17-secx , com x¢g+kon (ke Z), cal-

cular o valor de senx. (R. :senx =% ou senx = %)

4) Sabendo que tgx = b ,com 0<x< g , provar que:
a

L SN I

COSX Senx

5) Sabendo que 5-tgx+secx =5, para x ¢g+k~n (ke Z), calcu-

lar o valor de cosx. (R, 1COSX = _g ou COS X = _%j

6) Verificar a seguinte identidade trigonométrica:
sec X +cot gx = cossec X - (cos x + tgx ).



5 REDUCAO DE ARCOS AO 12 QUADRANTE

N
Considerando-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM

de medida x (sendo esta a primeira determinacdo positiva do arco),
quer-se encontrar, no 1° quadrante, um arco de medida x;, cujas fun-
¢oOes trigonométricas tenham os mesmos valores das fungdes do arco
dado, em valor absoluto.

Considerar-se-do trés casos, em cada um dos quais a primeira de-
terminac@o positiva do arco x pertence ao 2° quadrante, ou ao 3°
quadrante ou ao 4° quadrante.

N
(1) oarco AM tem extremidade no 2° quadrante.

(@)
Seja AM, de medida x, com extremidade no 2° quadrante; o ponto
M,, simétrico do ponto M em relag@o ao eixo dos senos, determina o

(@)
arco AM, , de medida x; (Figura 1). Tem-se: x; =m—x. Os arcos

(@ M
AM e AM,; sdo chamados arcos complementares.

N

1

X1

A X

FIGURA 1

senx = sen(n - x)
COSX = —cos(n— x)
tgx = —tg(n—x)
Tem-se:
cotgx = —cotg(n — x)

secx = —sec(m—x)

cossec x = cossec(m — x)
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e T
Essas relacdes sao validas sempre que 3 <X<T.

Exemplo: recorrendo a um arco do 1° quadrante, determinar os valo-
res de senx e cosx, para:

(a) x=135°
Observe que o arco dado tem extremidade no 2° quadrante, pois

90° <135° <180° . entdo:

NG

sen(135° )= sen(lSO0 —135° )= sen(450 )= -
7 .

2
cos(l 35° ): —cos(l 80° —135° ): —cos(45° ): "

(b) x =840°
Nesse caso, ndo foi dada a primeira determinacio positiva do arco,
que deve ser determinada. Tem-se:

840° =2-360° +120°

e, portanto, a primeira determinagdo positiva do arco dado é 120°,
que € um arco com extremidade no segundo quadrante. Assim, vem:

sen(840° )= sen(l20° )= sen(lSO0 -120° )= sen(600 )= %

cos(840° ): —cos(l 20° ): —cos(l 80° —120° ): —cos(60° ): —%
(c) x= 2—371: rd

T 2-n
Uma vez que 5<T<n , vem:
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51
d) x=—"-—1d
(d) 2

Deve-se determinar a primeira determinagdo positiva a, do arco;

tem-se:

55t 37w
a,=2-T-——=""€2°Q.
0 4 4 Q

N
(2) o arco AM tem extremidade no 3° quadrante.

N
Seja AM, de medida x, com extremidade no 3° quadrante; o ponto
M, simétrico do ponto M em relag@o ao centro O do ciclo trigono-

N
métrico, determina o arco AM, , de medida x; (Figura 2). Tem-se:

M @)
X; =x—T. Os arcos AM e AM, sdo chamados arcos explementa-

res.

y

My
X
P!
(0] A X
M
FIGURA 2

Entdo:
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senx = —sen(m—x)
cosx = —cos(n—x)
tgx = tg(m—x)
cotgx = cotg(n—x)

secx = —sec(m—x)

COSSECX = —CO0S SCC(TC - X)

e 3.
Essas relacdes sao validas sempre que T < X < B

Exemplo: recorrendo a um arco do 1° quadrante, determinar os valo-
res de senx e cosXx, para:

(a) x =240°

O arco dado tem extremidade no 3° quadrante. entéo:

sen(240° )= —sen(240° —180° )= —sen(60° )= —g

c0s(240° )= — cos(240° ~180° )= — cos(60° )= _%

(b) x=-140°
A primeira determinag¢do positiva do arco é:

ag = 360° —140° =220°.
Entao:

{sen(— 140° )= sen(220° )= —sen(220° -180° )= —sen(40° )
cos(— 140° )= cos(2200 )= —cos(2200 -180° )= —cos(40° )

77
c) x=—rd
(©) 5

7T 371
Uma vez que 7|:<T<7,Vem:
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77 77 T 1
senf — |=—sen| ——T |=—-sen| — |=——

( 6 ) ( 6 j [6j 2
COS§| — |=—COS| ———TM |=—COS| — | =——
6 6 6 2

(@)
(3) o arco AM tem extremidade no 4° quadrante.

N
Seja AM, de medida x, com extremidade no 4° quadrante; o ponto
M,, simétrico do ponto M em relacdo ao eixo dos cossenos, deter-

M
mina o arco AM, , de medida x; (Figura 3). Tem-se: x; =2-T—X .

Y.
My
X/ X1
@ "
M
FIGURA 3

N (@]
Os arcos AM e AM,; sdo chamados arcos replementares. Entdo:

senx = —sen(2-T—x)
cosx =cos(2-m—x)

tgx =—tg(2-m— x)
cotgx = —cotg(Z-n—x)
secx =sec(2-T—x)

cossecx = —cossec(2-T—x)

U . 3-m
Essas relacdes sdo verdadeiras sempre que 5 <xX<2-T.
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Exemplo: recorrendo a um arco do 1° quadrante, determinar os valo-
res de senx e cosx, para:

(a) x=675°

Tem-se: 675° =1-360° +315°

Assim, a primeira determinagéo positiva do arco é: a, =315°. En-
tdo:

sen(675° )= sen(315° )= —sen(360° -315° )= —sen(45° )= —72

cos(675° ): cos(315° )= cos(360° -315° ): cos(45° ): 72
(b) x ='T“rd

Uma vez que 3.Tn<57n<2-n, vem:

5-m 5m T 3

sen| — |=-sen| 2-T——— |=—sen| — |[=———
3 3 3 2
5-m T

9.7
c) x=—-rd
(©) 5

Sendo 3775 < 9Tn <2-m, tem-se:

5 5 5
55 en{2n- 2 o)
cos| — |=cos| 2-T——— |=cos| —
5 5 5

Observacdo. Dois arcos do primeiro quadrante com extremidades
simétricas em relacdo a bissetriz deste quadrante sdo chamados ar-

(@)
cos complementares. Assim, se AM tem medida X, com extremida-
de no 1° quadrante e o ponto M, do ciclo trigonométrico é simétrico
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a M em relac@o a bissetriz do 1° quadrante, tem-se que a medida x,

o T
de AM, € x, ZE_X (Figura 4).
Entao:
b4 b4
X]+X=——-X+X=—
2 2

€ tem-se:

T
sén| —— X | =CO0SX
(2 j
T
COS| —— X | =Senx
[2 j

Conseqiiéncias: se x € 1°Q, vem:

T L L
sen| —+X |=sen| T—| —+X =S8€n| —— X |=COSX
(2 j ( (2 jj (2 j

2
T 3. T
—+Xx|=-sen|2-M—| —+X | |=—-sen| ——X |=—coOsSX
2 j ( ( 2 jJ (2 j
3. 3. T
cos| —+X |=cos| 2-T—| —+X | [|=cos| ——x |=senx
2 2 2

Exemplo: sendo x a medida de um arco com extremidade no 1° qua-
drante, simplificar as expressoes:

T 3.7
sen] ——X |-COoS| — + X
(2 ) ( 2 j

T
cos[zﬂj.sen(mx)

(@) y=
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|

FIGURA 4

Tem-se:

T
senf —— X | =CO0S X
5
3.7 3. T
COS| — + X |= oS 2~7I— —+X =COS§| —— X [=Senx
2 2 2
T T T
COS| —+ X |=—COS| T—| —+X =—COS| —— X [=—Senx
(Fon e (5o eod 3

sen(71:+ x) = —sen(n+ X — 71:) = —Senx .
Assim, vem:
COSX - senx

= =cotgx .
Y= Coenx) Csenx) 5"

4-n_ 5~7:_ 57

_ 3 3 6
®) y= 7 117

cotg—— - cossec
4

Calculando separadamente os valores de cada funcdo trigonométrica

da expressao, vem:
4.1 4. e NG)
sen——=—-sen| ——TM |=—sen— = ——
3 3 2
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2
T 3
COS—— =—COS| T——— |=—cos—=———
6 2
cot 7'—ﬂ:——cot 2-7:—7i =—cot E——1
g 4 g 4 g4
117 ( 1141:) o 1
cossec =—cossec| 2:T——— |=—cossec—=——=-2
6 6 1
2
Entao:

b9 11-m
sen(n+x)-cos X—E -tg T+x

cos(3'7t+x)'sen(3'2n+xj-tg(2~ﬂ:—x)

©y=

Tem-se:
sen(n+ x) = —sen(71:+ X — ﬂ:) = —senx

T T
COS| X —— | =COS| —— X | =8Senx
[-5)e{37)
ol BT ) o 2 i = —tel 2o [ 3 k= —tel B | = —cotox
g—z g > g 7 & 2 s

cos(3-m+x)=cos(m+x)=—cos(m+x — ) =—cosx

3. 3. o
sen] —+ X | =-—sen 2~7I— —+X =-—Senf ——X | =—CO0SX
2 2 2

tg(2-m—x)=—tg(2-n—(2-m—x))=—tgx
Logo, vem:
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cos X
_ (~senx)-senx - (~cotgx) sen”x senx _
- (—cosx)-(~cosx)- (- tgx)__cosz x . Senx -
cosX
__semx-cosx
Senx - cos X

Exercicios propostos: sendo x a medida de um arco com extremida-
de no 1° quadrante, simplificar as expressoes:

_ cossec(5-m+x)-cos(m—x)-sen(2- 1—x) o 2
(@) y= SeC(2-7t+x)-tg(n+x).cotg(4.n_x) (R-.y—COS x)
n 3.
sen(n+x)-cos[2_xj.tg(2_Xj
(b) y=

3. T
cotg(n—x)~cossec 7+x - Sec] §+x

(R.:y =sen’x - cos x)



6 FORMULAS DE TRANSFORMACAO
6.1 Adicdo e subtracédo de arcos

O problema da adicio de arcos consiste em calcular as fungdes cir-
culares da soma de dois ou mais arcos, em funcdo das funcdes circu-
lares desses arcos. Estudar-se-4 o problema apenas para as funcgdes
seno, cosseno e tangente, visto que as demais fungdes trigonométri-

cas podem ser obtidas a partir destas.
(@)
Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AP, de

N
medida a, e, a partir da extremidade P, um arco PM, cuja medida

(@)
seja b. Entdo, a medida algébrica do arco AM serd a + b. Conside-
N
re-se, ainda, o arco AQ, cuja medida é 2.x - b, ou, equivalentemen-

te. —b (Figura 1).
y

X
%

FIGURA 1

Em relagdo ao sistema cartesiano Oxy, as coordenadas dos pontos da
Figura 1 sdo: A(1,0), P(cosa,sena), Q(cos(~b)sen(-b)) ou
Q(cosb,—senb) e M(cos(a +b),sen(a +b)).

As cordas AM e PQ sdo iguais. Entdo, tem-se que dzAM = dlsz. Cal-

culando cada uma dessas distancias separadamente, vem:
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diM = (cos(a +b)—1)2 +(sen(a+b)—0)2 =
cos2(a+b)—2-cos(a+b)+1+sen2(a+b)= 2—2-cos(a+b)
d%,Q = (cosa —cos b)2 + (sena+senb)2 =

=cos>a—2-cosa-cosb+cos’>b+sen’a+2-sena-senb+sen’b =

=2-2.cosa-cosb+2-sena-senb

Entdo, vem:
2—2-cos(a+b)=2-2-cosa-cosb+2-sena-senb,
de onde se conclui que
cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb

Consegiiéncias:

1) cos(a - b) =cos(a + (— b)) =cosa- cos(— b)— sena - sen(— b) =
=cosa-cosb+sena-senb

2 sen(a +b) = cos(g (a+ b)j _ co{(g _ aj _ bj _

T T
= COS(E — a) -cosb+ sen(a — a) -senb = sena-cosb + cosa - senb

3) sen(a - b) = sen(a + (— b)) =sena- cos(— b)+ cosa- sen(— b) =

=sena-cosb—cosa-senb

4) Se a+b¢g+k-n, a¢g+k-n e b¢§+k~n, para todo

ke Z, tem-se:

tgla+b)= sen(a+b) sena-cosb+cosa-senb _

cos(a+b) cosa-cosb—sena-senb

sena-cosb + cosa -senb

_ cosa-cosb cosa-cosb _ _tga+tgb
cosa-cosb sena-senb 1-—tga-tgb

cosa-cosb cosa-cosb



107
5) Se a—b¢§+k-ﬂ:, a¢£+k-ﬂ: e b¢£+k'ﬂ:, para todo

ke Z, tem-se:

tga +tg(-b) tga —tgb
t —b)=t —-b))= =
gla—b)=tgla+(-b)) 1-tga-tg(-b) 1+tga-tgb

Observacdo: é possivel deduzir as férmulas de sen(a+b) e

cos(a +b) utilizando-se apenas semelhanca de tridngulos, como se
segue (Figura 2).

\ S ol T Q |a “x

FIGURA 2

O objetivo é determinar MS = sen(a+b) e 0S= cos(a+b). Tem-
se:
¢ do tridngulo OMR:

senb = £ —senb = MR
OM

cosb :O=R —cosb=O0R
¢ do tridngulo LMR:

sena:%:ﬁ:sena.m: LR = sena - senb
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cosa:%:m:cosa.m:m:cosa.senb

¢ do tridngulo OTR:

senazg__;:ﬁ:sena.o—bﬁ=sena.cosb

cosaz%:ﬁzcost_R:ﬁzcosa-cosb

Tem-se: MS = LS+ ML = RT + ML ; entdo:

sen(a +b)=sena-cosb+cosa-senb

Por outro lado, OS = LR —OT, de onde se segue que:

|cos(a + b)| =sena-senb—cosa-cosb.

Uma vez que o arco de medida (a+b) pertence ao 2° quadrante,
tem-se:

cos(a+b)< 0:>|cos(a + b)| =—cos(a+b);

logo, vem:

cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb .

Soma de trés arcos: dados trés arcos de medidas a, b e ¢, tem-se:
cos(a +b+ c) = cos[(a + b)+ C] = cos(a + b) -COSC — sen(a + b)- senc =
= (cos a-cosb—sena- senb) -CcOoSC — (sena -cosb+cosa- senb) - senc =
=cosa-cosb-cosc—sena-senb-cosc+

+sena - cosb - senc —cosa - senb - senc
Analogamente, calculam-se o seno e a tangente de (a +b +c), de di-

ferencgas entre os arcos e generaliza-se o processo para mais do que
trés arcos.

Exercicios:

1) Calcular:

(a) sen (750 )

Tem-se:

sen(75° )= sen(30° +45° )= sen(30° ) cos(450 )+ sen(45° ) cos(30° )=
LB 2 )

22 2 2 4
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(b) sec(345°)
1* forma: uma vez que o arco dado pertence ao 4° quadrante, pode-
se, primeiramente, reduzi-lo ao 1* quadrante, fazendo:

sec(345° )= sec(360° —345° )= sec(15° )= ‘(1—)

cosl|15°
Calcula-se, agora, o valor de cos(15° ):
cos(l 5° )— cos(45° -30° )— cos(450 ) cos(300 )+ sen(45° ) sen(30° ):

V243 V21 \/_(\/51)

2222

Assim, vem:
4 4 4 Jo-2

V2 3+1) o2 Vo2 Vo2
(\/_ \/_) \/_ \/5 ou sec(345 ) \/5(\/5—1)

20 forma. calculando diretamente o valor da secante do arco dado,
sem reduzi-lo ao 1° quadrante:

sec(345° )=

1

sec(345° )= sec(360° -15° )= W

Calcula-se, agora, o valor de cos(360° —15° ):
cos(360° -15° )= cos(3600 ) cos(l 5° )+ sen(360° ) sen(l 5° )=
=1 cos(15° )+ 0- sen(15° )= cos(15° )
Portanto, obtém-se que
1

sec(345° )= m )

O valor de cos(15°) é, entdo calculado como acima e conclui-se
como anteriormente.
3" forma: novamente, calcula-se diretamente o valor da secante do
arco dado, sem reduzi-lo ao 1° quadrante, mas escrevendo o arco
dado de outra maneira:

1

sec(345° ): sec(300° +45° )= m

Calcula-se, agora, o valor de 005(3000 +45° ):



110
cos(300° +45° ) cos(300°) cos (

£

= cos(300° ) g - sen(300° ) =

) (3000 ) sen(45° )=
% (005(3000) sen(300° ))
E preciso, agora, calcular cos( es (3000) Tem-se:

es
cos(300°): cos(360° —3000) cos( ):

sen(300° )= —sen(360° — 300° )= —sen(60° )=~

Portanto, vem:

cos(300° +45° ): % (cos(300°) sen(300° )) ﬁ (E +_3] -

Assim, a exemplo do que ji se calculou anteriormente, conclui-se
que

o) 1 4 s Em
i) cos(300° +45°)  V2-(V3 +1)_\5 W3-1)

(c) cot g(105° )
Lembrando que
1

cotg(105°)=g(]o?),
calcula-se tg(105° ):

tel60° )+ telds°) V341 1443
1-tgl60° ) tglds) 1-v3-1 1-43

143 143 _i ﬁ)z__(l—ﬁ)z
1443 1-43 3 2

tg(105°)= tg(60° +45°)=

Logo,

cotg(lOSO)

2) Dados: senxzﬁ, com 0<X<E, e senyzf, com O<y<£,
65 2 5 2

calcular o valor de sen(x +y).
Tem-se:
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sen(x +y) = senx - cos y —cos X - seny
E preciso, portanto, calcular os valores de cosy e cosx:

2 2 (&jz _,_ 3136 _ 1089 33

cos"x=1-sen“x=1— = . COSX
4225 4225 65

65
Por outro lado, vem:

2
5 5 9 3
cos“y=1l-sen“y=1—-|—| =l-—=—_r.cosy=—
y y (5) y 5

Entdo:

Sen(x+y):§.§_£.i:L.(168+132):ﬂ:2.
655 655 655 65-5 13

3) E verdadeira ou falsa a afirmacio: cos(900 )— cos(l0 )= (:05(890 )?

E falsa. Observa-se, inicialmente, que:

cos(900 )— cos(l0 ) =0- cos(lo )= —cos(l0 ) ;

portanto, se a equacdo dada fosse verdadeira, ter-se-ia que
005(890 )= —(:os(l0 )

E claro que essa igualdade ndo é verdadeira, pois cos(890 )> 0, ja
que 89° é um arco com extremidade no primeiro quadrante.

Outra forma de mostrar que a igualdade dada ¢ falsa € utilizar uma
das férmulas de adi¢do de arcos:

cos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb ;

assim, vem:

cos(890 )= cos(900 -1° )= cos(900 ) cos(l0 )+ sen(900 ) sen(l0 )=
:O+sen(10):sen(10) '

E claro que sen(l0 );t —cos(lo), ou seja, a afirmacao ¢ falsa.
6.2 Multiplicagdo de arcos

Um caso particular importante ocorre quando, nas férmulas de adi-
¢do de arcos, tem-se a = b. Neste caso, vem:
sen(2-a)=sen(a+a)=sena-cosa+cosa-sena=2-senacosa

2 2
cos(2~a)=cos(a+a)=cosa~cosa—sena~sena=cos a—Ssen a

tga+tga  2-tga
1—-tga-tga 1_tgza

tg(2 - a) = tg(a + a) =
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Consegiiéncias importantes:

2 2

1) cos(2~a)=cos2a—senzazl—senza—sen a=1-2-sen”a
Assim, tem-se:

son?q < Lc0s(2-2)
w2a)

2

2) cos(2~a)= cos®a—sen’a=cos’a— (l—cos2 a)z 2-cos“a—1
Entéo:
1+cos(2-a
cos’a :#.
2
Exercicios:

1) Calcular sen(3-a), cos(3-a) e tg(3-a).
sen(3-a)=sen(2-a+a)=sen(2-a)-cosa+cos(2-a) sena =
=2~sena-cosa~cosa+sena-(cosza—senza)z
=2.-sena-cos>a-+sena-cos> a—sen>a=
— 2 3, _ 2 3. _
=3-sena-cos“a—sen"a=3-sena-|\l —sen“aJ—sen’a=

3 3

=3.sena—3-sen"a—sen-a
3

~.sen(3-a)=3-sena—4-sen’a
cos(3 . a) = cos(2 -a+ a) = cos(2 . a)- cosa— sen(2 . a)~ sena =
= (cos2 a-— senza)~ cosa—2-sena-cosa-sena =

.3 2 2 )
=cos”a—\l—cos“a)-cosa—2-cosa-|\l—cos” a|=
=cos’a—3-cosa+3-cos’a

~.cos(3-a)= 4-sen’a—3-cosa

2-tga
(2 a)+ tga 1 tgza e
t . —
tg(3.a):tg(2.a+a)=l_gtg(z.a)_tga: 2tga =

1- - tga

l—tgza
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_ 2~tga+tga—tg3a

1-tga—2-tg’a
3-tga—tg’a
.'.tg(3-a)=g—§
1-3-tg”a
2) Calcule sen(2-x), sabendo que senx —cosx = %
1* forma: tem-se:
(senx —cos x)2 =L5:>sen2x —2-senx-cosx +cos> X =2i5:>

24

=1-2-senx-cosx :l:>1—sen(2ox):i:> sen(2-x)=—
25 25 25

2" forma: resolve-se o sistema:

1
SenX —COS X = 3

cos? x +sen’x =1

. ~ 1 .
Da primeira equagdo, tem-se que senx =cosx+g; substituindo na

segunda, vem:

) ) 2 1
cos“X+cos“X+—-cosx+—=1,

25
ou seja, tem-se uma equagdo do 2° grau na varidvel cosx :
2-cos? x+%cosx —E:O ou 50-cos?x+10-cosx—24=0.

A resolucdo dessa equagdo resulta em:

COSX =—— OU COSX =—.
4 4 1
Se cosx =——, tem-se que senx =——+—=—=}
5 5 5
3 31 4
se CosX =—, tem-se que senx =—+—=—.
5 5 5 5

Da primeira solucdo, vem:

sen(2~x)=2-(_%j.(_%j=§_:;

da segunda solucdo, vem:
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sen(2'x):2'£é=£,
55 25

que € a solucdo encontrada na primeira forma de resolugdo.

M
3) A Figura 3 mostra um arco AM do ciclo trigonométrico, de me-
dida a. Determinar:

(a) sen(2-a)
(b) cos(2-a)
(c) em que quadrante estd a extremidade do arco de medida (2-a)
(d) sen(3-a)

3/5

Jm

FIGURA 3

(a) sen(2-a)=2-sena-cosa
. 3
De acordo com a Figura 3, tem-se que sena = 3 sendo a um arco

do 2° quadrante; entdo:
2 9

cos’a=1—-sen a=1——=E:>cosa=—%.

25
Assim, vem:

sen(2'a)=2'§'(—£j=—ﬁ.
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(b) cos(2'a):cos2a—senzazﬁ—i:l
25 25 25

(c) De acordo com os resultados encontrados em (a) e (b), tem-se
que sen(2-a)<0 e cos(2-a)>0. Conclui-se, assim, que o arco de

medida (2-a) tem extremidade no 4° quadrante.

(d) Conforme se viu anteriormente, tem-se:
sen(3-a)=3-sena—4- sen’a
Entao:

5

3, (3Y _9 108 225-108 117
5 125 125 125°

sen(3-a)=3.-—-4.
(3:a)=3-2
6.3 Exercicios

1) Sabendo que tg(%) =2- \/5 , calcular:

(a) sen(2-a)

Tem-se que sen(2-a)=2-sena-cosa; entdo, usando as expressoes

de sena e cosa em fungdo de tg[%j , vem:

)

o) sl es s
1+tg2[3j 1+2-+3f 1+4—4.3+3 8-4.43

_2-3 12431

4-2.43 2 2-43 2

cosazl_tgz(gjzl_b_ﬁ)z:1—(4—4-\/§+3):
1+tg2(3) l+(2—\/§)2 1+4-4-43+3

1 3-2:43

2 2-3
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1 3-2:43 2443 1 6+3-43-4.3-6_

2 2-3 2443 2 4-3

L)t

2
Portanto, vem:

i

sen(2-a)=2- =

1
2 2

\]

(b) cos(2-a)

Aqui, tem-se:
cos(2-a)=cos?a—sen’a;
entdo:

st 3] (3 33

2) Demonstre as identidades trigonométricas:

2
(a) sec(2~x)=—cossfC X
cotg“x —1
Partindo do 2° membro, tem-se:
1
2 2 I+ 2 2
cossec”x _cotg"x+1  cotgx l+tg"x _
cotgzx—l cotgzx—l 1— 1 l—tgzx
cotg2x
1 1
= =sec(2-x)

- 1-tg?x ~ cos(2-x)

1+tg2x

(b) 1_'_2-senx—sen(2-x)=secz X
2-senx +sen(2-x) 2

Partindo do 1° membro, vem:
2-senx —sen(2 - x) _2-senx + sen(2-x)+2-senx —sen(2 - x)

1+
2-senx +sen(2 - x) 2-senx +sen(2 - x)
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4 -senx _ 4 - senx

2-senx +sen(2-x) 2-senx +2-senx -cosx

4-senx 2 1 1 of X
= = = = =SecC -
2-senx-(1+cosx) l+cosx 1+cosx cosz(x) 2

3) Calcular sen(lSO) e COS(ISO).

Ao invés de se utilizar as formulas de adi¢do de arcos, podem-se u-
sar as férmulas do arco metade, como segue:

sen(]5°)= sen 30 _ /1—005‘30 iz
2 2

V3

cos(15°)=cos 3(2) =1/1+00;[30 ]= 22 = “2;\6

4) Dado que senx = % ,com 0<x< g , calcular sen[E +%) .

T X T . T X
Como 0<x< E , segue-se que 0< E <Z. Assim, o arco (—+—j

pertence ao 2° quadrante; entdo:

T X T X T X X 1+ cosx
sen| —+— |=sen| T—| —+—||=sen| ——— |=cos| — | =
2 2 2 2 2 2 2 2

Tem-se:
5 5 25 144 12
senx =— =cos" X =1———=——r.cosx=—;
13 169 169 13
entao, vem:

25

5J_5J_
T V26 Y26 26
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Exercicios propostos:

a
1) Demonstrar que cosseca = cot g(EJ —cotga.

2) Demonstre a identidade trigonométrica:

cot g(2 . x)+ cos sec(2 . x) =cot g(%) —cossecx

3) Sabendo que 0<a< g , calcule tg(%) + cot g(%) em funcdo de

fungdes trigonométricas do arco a.

[R. : tg[gj +cot g[%) =2-cossec aj

6.4 Transformagéo de soma em produto

Ja se conhecem as férmulas de adicdo e subtragdo de arcos. Combi-
nando, de maneira conveniente, as formulas de seno e cosseno des-
ses arcos, podem-se transformar alguns tipos de somas em produtos,
obtendo formulas que sdo tteis em certos casos de equacdes trigo-
nométricas, entre outras aplicagdes. Tém-se:

(1) sen(a+b)=sena-cosb+cosa-senb

(2) sen(a—b)=sena-cosb—cosa-senb
(3) cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb
€)) cos(a — b) =cosa-cosb+sena-senb
Efetuam-se as operacdes:
(1) + (2): sen(a+b)+sen(a—b)=2-sena-cosb
(1) = (2): sen(a+b)—
B3)+@): (a+b)+cos(a b)=2-cosa-cosb
(3) - (4): )-
Fazendo:
a+b=p
{a -b=q’

sen(a—b)=2-cosa-senb

cos(a—b)=—-2-sena-senb
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poP-d

Entdo:
senp+senq =2- sen(%) . cos(p—;qj

senp —senq =2- sen( P ; qj : cos(p—-'-qj

2
cosp+cosq=2-cos PHA ) o5l P4
2 2
cosp—cosq=—2~sen(p;q)'sen[p;qj

Essas quatro férmulas permitem transformar as expressdes dos tipos
senp tsenq e cospxcosq em produtos. Quando se tratar da soma

ou diferenca de um seno e um cosseno, pode-se recair em uma das
expressdes anteriores substituindo-se pelo seno ou cosseno do arco
complementar.

Exercicios:
1) Transformar em produto, sendo x um arco do 1° quadrante:

(a) A=sen(4-x)+sen(6-x)
Aqui, tem-se 4-x=p4.x=pe 6:-x=q; entdo:

A:Sen(4.x)+sen(6.x):2.Sen[4~xz6-xj.cos[4-x;6-)():

= 2-sen(5~x)-cos(—x)= 2~sen(5-x)-cosx

(b) y=sen(2-x)-1
1° forma: escreve-se:

y:sen(Zx)—sen(g).

Entdo:
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- 2.x- % 2. x+ "
y=sen(2-x)—sen(5j=2-sen TZ -cos| ——2 | =

T T T T T
=2-sen| X —— |-cos| x+— |=2-sen| Xx—— |-sen| ——x —— |=

4 4 4 2 4

T T T T
=2-sen| Xx—— |-sen| ——Xx |=—2-sen| X—— |-sen| X —— |=

4 4 4 4
——2-sen2(x—£j

4

2" forma: pode-se escrever:

y= sen(2 . X)+ (— 1) = sen(2 X + sen(— g}
Assim, vem:

y= sen(2 . X)+ sen(— gj = sen [gj =1?* forma

3% forma: escreve-se:

y=sen(2-x)+(~1)=sen(2-x)+sen (ﬂ)

2
Entao:
y =sen(2-x)+sen| —= |=2-sen — 2 lcof —2 |=
2 2 2
3.z 3-n
=2-sen| x+—— [-cos| Xx ———
4 4
Se 0<X<£, entao 3.71:<x+3'ﬂ:<£+3.ﬂ:, ou seja,
2 4 4 2 4

3. 3t 5w ) 3.
<X+ < 2 . Assim, o arco X+T pode pertencer ao

4 4
2° ou ao 3° quadrante.

Se (x +%) pertence ao 2° quadrante, vem:
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3.7 3.7 T T
sen| X+——|=sen| T—xXxX——|=sen| ——X |=—-sen| X ——
4 4 4 4

Se [x +%j pertence ao 3° quadrante, vem:

3.7 3.7 T
sen| X+—— |=—-sen| X+—-—mM|=—-sen| x —— |.
4 4 4

Logo, independentemente do arco estar no 2° ou ao 3° quadrante,
tem-se que

( 3.1 T
sen| X+——|=-sen| X —— |.
4 4

Por outro lado, tem-se:

3.1 3.1 T (3%
COS{ X—— | =CO§| —m——X |=senf ——| ———X =
[ 4) (4 ) (2 [4 D
T T
=sen| ——+X [=sen| X ——
[ 4 j ( 4j

Assim, a expressdo dada inicialmente fica:

3-r 3¢

y=2-sen X +——|-Ccos| X ——— |=
4 4

=-2-sen x—E -sen x—E =-2.sen’ x—E
4 4 4

como se havia obtido nas duas formas anteriores de resolucao.

(c) y=sen(7-a)+2-sen(3-a)—sena
Pode-se escrever:
[sen(7 a)+sen(3- a)]+ [sen(3 a)— sena]—

-a+3-a 7-a—3-a 3-a—a 3-a+a
=2-sen -sen -COoS =
( ) [ ( 2 j ( 2 j
2

5- a) cosS 2 a +2 sen(a)-cos( -a)=
2 )'[sen(S'a)+ sen(a)]:

2~a)o2'sen(5.a+a 'cos(s.a_aj:
2 2

= 4~cos(2-a)~sen(3-a)~cos(2-a)=4~cosz(2-a)~sen(3-a)

(S

=2-sen(
=2 cos(
2~cos(

2) Transformar as expressdes seguintes em outras equivalentes, u-
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sando as férmulas de transformacdo de soma em produto:

sena + senb
(@ y=—"
sena —senb
a+b a—b a+b a—b
2-sen - COS sen cos
_ 2 2 ) 2 ' 2 _
4 a—-b a+b a+b a—-b
2-sen - COS| cos sen
2 2 2 2
a+b

(b) y =senA +senB +senC —sen(A + B +C)
Tem-se:

senA +senB = 2'sen(A;Bj'cos(A_Bj

2
senC — sen(A +B+ C)=

_o. SCH(M) . CO{MJ _

2 2
A+B A+B+2-C
=2-sen| — SCOS§| ———8— |=
2 2
(A+Bj (A+B+2~C
=-2-sen - COS
2 2
Entdo, vem:
A+B A-B A+B+2-C
y=2-sen -| cos —cos| ———— || =
2 2 2
A—B+A+B+2-C A—B_A+B+2-C
=2-sen[A+Bj-(—2)-sen 2 2 -sen| —2 2
2 2 2

A+B A+C B+C
=—4-sen - sen -sen| —
2 2 2
A+B A+C B+C
=4-sen -sen -sen
2 2 2

(c) y=sen (700 )— cos(600 )

jz
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1* forma:

y= sen(70° )— sen(900 -60° )= sen(700 )— sen(30° )=

=2 sen(@] . cos(@] =2 sen(200 ) cos(SOO)

2° forma:
y= cos(900 -70° )— cos(60° )= cos(20° )— cos(60° )=

(200 +60°j (200 —60°j
=-2-sen 5 -sen 5 =

:—2~sen(40°)- sen(— 200):
= 2~sen(400 )'sen(20° ): 2'sen(20° )'cos(90° —-40° ):
= 2-sen(20°)~cos(50°)

(d) y=2-senx+
CoSX

_2-senx~cosx+1_sen(2-x)+1

COS X COS X
1
= . (sen(2 X))+ sen[ﬁn =
COS X 2
1 2-X+— 2 x—E
= 2 -sen - COS 2
COS X 2

)=
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=2.

2~sen2[x+nj
2 T 4
-sen”| xX+— |=—————=
( 4)

COsSX COSX

3) Transformar N =2-sen(6-x)-cosx em uma soma ou diferenca

de funcdes trigonométricas.
1* forma: faz-se

P*d _6.x
2

P—q_
2

de onde vem que p=7-x e q=5-x. Entlo:
N =2-sen(6-x)-cosx =sen(7-x)+sen(5-x)
2" forma: faz-se

P79 _6.x
2

P+q _
2

de onde vem que p=7-x e q=-5-x. Entlo:
N =2-sen(6-x)-cosx =sen(7-x)—sen(~5-x)=sen(7-x)+sen(5 x)

4) Calcular o valor numérico da expressao:

7w 5-m
y=2-sen| — |-cos| — |.
12 12

Fazendo
ptq_T7m
2 12
P—q _5-71:’
212

obtém-se p=7 e q =% . Assim:

y =2-sen 7n -Cos RA =sen(7c)+sen T :().,_l:l.
12 12 6 2 2
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Exercicios propostos:

1) Transformar em produto, sendo x um arco do 1° quadrante:

(a) A=1+cosx (R.:A=2-cos2(%D

(b) N =senx —cosx [R,;N:ﬁ.sen(x_gn

2) Transformar a expressdo y=sena+senb+sen(a+b) em outra
equivalente, usando as férmulas de transformacio de soma em pro-

(ko222 of3)nf2)

3) Transformar N =-2-sen(4-x)-sen(2-x) em uma soma ou dife-

renga de fungdes trigonométricas. (R.:N =cos(6-x)-cos(2-x))

4) Calcular o valor numérico das expressoes:

13- 7T .

(a) y—sen( 2 j-sen( ]2) (R..y— 4)
—cos] L. cosl T gL

(b) Y—cos[ = j cos[lzj [R--Y 4j







7 EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Sdo equagdes nas quais a incdgnita faz parte do arco de alguma fun-
¢do trigonométrica. Exemplos:

1) senx = sen[2-x —%)

2) tgx = tg(x +§j

Resolver uma equacgdo desse tipo significa encontrar os valores de X,
caso existam, que a tornem uma sentenca numérica verdadeira. Es-
ses valores dos arcos (ou dngulos) que verificam uma equagao trigo-
nométrica chamam-se solu¢des da equacio.

Como a um determinado valor de uma fung¢do circular corresponde
uma infinidade de valores do arco, toda equagdo trigonométrica tem
infinitas solugdes, a menos que haja condi¢des para a equagao.

Nao existe um método Unico para resolver todas as equagdes trigo-
nométricas. Entretanto, a maioria delas pode ser transformada, por
meio das relagdes ja vistas, em outras mais simples, equivalentes, de
mesma solucdo. Grande parte das equagdes trigonométricas pode ser
solucionada resolvendo-se as equacOes fundamentais, indicadas a
seguir:

(1) senx =sena

y
\/- N
M : M
a
(0] A X

FIGURA 1
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(|
Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM, de

medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem 0 mesmo seno
do arco de medida a. Também possuem o mesmo seno de a todos os
arcos de extremidade M’, simétrico de M em rela¢iio ao eixo dos
senos (Figura 1).

Entao:
x=a+2-km
Senx = sena << ou VkeZ.
X=m—a+2-k-T
Exemplos:
1) senle
2

Pode-se escrever:
x="42.k-m
- 6
senx = sen(g)@ ou i VkeZ

x=n—g+2-k-n:>x=5?n+2~k~n

Logo, a solug@o da equagdo dada é:

sz{xe R/x=%+2-k-noux:S'T”+2~k~n;v1<e z}.

2) senx =—1
Para todo ke Z, a equacdo pode ser escrita na forma:
x=>Ti0x.x
)
senx = sen — &<ou

x:n—3'7“+2.k.n:>x:—g+2.k.n

3 T . . . . .
Os arcos 7 e _E tém a mesma extremidade no ciclo trigonomé-

trico e, portanto, ambas as solugdes sdo iguais. Logo, a solucdo da
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equacdo dada é:

S={xe R/x:3'7“+2.k.n;v1<e z}.

3) sen(2-x) = senx
Aqui, tem-se:

2-x=x+2-k'm x=2-k-® x=2-k-®

ou =<{ou =<Jou

2-x=m—-x+2'k'® 3-x=m+2-k-m X_£+2'k'7t
3 3

.'.Sz{xe R/x=2-k-1 ou X=§+2'§'N;Vk€ Z}.

Para se conhecerem algumas solugdes particulares da equacao dada,
basta que se atribuam valores inteiros a k, como segue:

¢ da solucdo x =2-k-7m obtém-se, por exemplo, as solucdes:
k=0=x=0

k=l=x=2'7w
k=—1l=>x=-2'7

~ T 2-kw R ~
e da solucdo x :§+ obtém-se, por exemplo, as solucdes:
k=0=x=2
3
k=lox="12T_g
3 3
k=2=x :£+ﬂ:5'_75
3 3 3
k=-lmx=lF_2T__T
3 3 3
k=—2ox="-4T_ g
3 3

4) 2-sen(3~x)+\/5=0
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Nesse caso, pode-se escrever:

2. sen(3- X)+ J2=0= sen(3 . X) = —%:sen@ . X) = sen(—%) .

Entao:

3.x=-24+2-k-m 3.x=-2+2-k-m
4 4
ou = Jou =
5-m
3'X=n—(—£)+2'k'ﬂ 3.x=—+2-k-1
4 4
n 2-k-m
X=——
12 3
= Jou
55t 2-k-m
X="—+
1 3
sSS=4xe€ R/x=—£+2.k.n ou X:S.—n+2.k.n;VkeZ .
12 3 12 3

5) senx +cosx =1
Aqui, tem-se:

senx +cosX =1=>cosx =1 —senx=>cos> x =1—2-senx +sen’x =
2

—1-sen’x =1—2-senx +sen’x=2-sen’x —2-senx = 0=
senx =0 (I)
:>senx~(senx—1)=0:> ou
senx =1 (II)

De (I), vem:
senx = 0 < senx = sen(

x=0+2-k-T=x=2k-®

ou

x=n-0+2-k-t=>x=n+2-k-n=>x=(2-k+1)-%
De (II), vem:

T
senx = 1< senx = sen(aj
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x=242.kn
2
ou
x=n—£+2-k-n:>x=£+2~k~n
2 2

Uma vez que a equagdo dada inicialmente foi elevada ao quadrado,
é preciso verificar se as solugdes obtidas a satisfazem. Faz-se, assim,
a verificacdo:

ede x=2-k-m, vem:

sen(2-k-m)+cos(2-k-m)=0+1=1,

ou seja, esta ¢ uma solucao da equagao dada;

ede x=(2-k+1)-7, vem:
sen[(2-k+1)-mt]+cos[(2-k+1)-n]=0-1=—1,

e, portanto, esta ndo é solucio da equacao dada;

e de x=g+2-k-n,vem:

sen(ngz.k.nj+cosg+2.k.nj:1+o:1,

ou seja, esta também é uma solucado da equacao dada.
Logo, o conjunto solucdo da equacio é:

Sz{xe R/x=2-k-Tou x=g+2-k-n;ke z}.

(2) cosx =cosa

N

Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM, de
medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem o mesmo cos-
seno do arco de medida a, assim como todos os arcos de extremida-
de M, simétrico de M em relagdo ao eixo dos cossenos (Figura 2).
Entao:

x=a+2-k'm
COSX =cosa << ou VkeZ,

x=2-m—a+2-k-m

ou:
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x=a+2-k-m

COSX =cosa << ou VkeZ,
x=—-a+2-k-m

ou, ainda:

cosx =cosasx=xa+2-k-m;VkeZ.

Y-

FIGURA 2

Exemplos:

1) cosx =—1

A equacio pode ser escrita ma forma:
cosx=cosT=x=1n+2-k T
nx=n+2-k-t=(2-k+1)m;Vke Z
Logo, a solug@o da equagdo dada é:
S={xeR/x=(2-k+1)-7;V ke Z}.

2)secx = SCC(ZTTE)

Escreve-se:
27

! = I :>cosx=cosﬁ oSx=*rt—+2'k-7
COS X [Z-RJ 3 3
cos 3
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.'.S={xe R/x:iz;;‘w.k.n;Vke z}.

3) sen’?x =1+ cosx
Da equacgao dada, vem:

1—cos2x=1+cosx:(1—cosx)-(l+cosx):]+cosx @

H4 duas possibilidades a considerar:
1+cosx=0 cosx =—1

ou , ouseja,qou
1+cosx #0 cosx #—1
Se cosx =—1, vem, pelo exemplo 1, que x =(2-k+1)-7.

Se cosx #—1, pode-se dividir ambos os membros da equagdo (I)
pela expressio (1+cosx) e, portanto, tem-se:

T T
l1—cosx =1=cosx =0= cosx :cosE@x =i5+2-k-n.

~ I . T
A solugdo x = i5+ 2-k -7 pode ser escrita na forma x :5+k-7t.
Assim, o conjunto solucio da equacdo é:

S={xe R/x=(2-k+1) T ou x=g+k~n;ke z}.

4) 2-cos(5~x)=1,para 0<x <g.
Pode-se escrever:

cos(S . x) = %:cos(S . x)= cos[gj

T 2-k-m
X=—++
15 5
5-x=%x—+2-k-t=<ou
T 2-'k-m
X=——+
15 5

Para que os arcos provenientes das solu¢des obtidas satisfacam a
condic¢do inicial, devem-se atribuir valores inteiros a K. Assim, vem:
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k=-1=<ou .. ndo serve;

E fécil ver que para todo k < 0, tem-se x < 0, que ndo satisfaz a con-
dicdo inicial. Tomam-se, assim, valores ndo negativos de k:

T
X =— (serve
15( )
k=0=<o0u

T
X =—-— (ndo serve
15 ( )

n 2w 7-m
X =—+——=——(serve)
15 5 15
k=1=4ou
T 27T 5T W
X=——+—="— =— (serve)
15 5 15 3
T 47w 13w _mW, _
X =—+——=——>— (nfo serve)
15 5 15 2
k=2=4ou
n 4w 1lm_7m
X=——+——=——>— (ndo serve)
15 5 15 2

Constata-se, assim, que hd apenas trés valores de x que satisfazem a
equacdo dada, com a condicao exigida:

s=ir. 7 m Tl
15 15 3

5) 2-cos?x—3-cosx+1=0
Tem-se, aqui, uma equagio do 2° grau na varidvel cosx que, resolvi-
da, fornece as solucdes:

cosx=1 (I)

ou

1
cosx=— (II
2( )
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De (I), vem:
cosx=1=cosx=cosO=x=2-k-®t

De (II), vem:
1

COSX = —=> COS X =cos(£j(:>x :i£+2~k~n.
2 3 3

Portanto, tem-se:

S:{xe R/x=2-k-Tou x=i§+2-k~n;ke z}

3) tgx =tga

(@)
Considere-se, no ciclo trigonométrico, um arco orientado AM , de
medida a. Todos os arcos de extremidade M possuem a mesma tan-
gente do arco de medida a, assim como todos os arcos de extremi-
dade M, simétrico de M em relagdo ao centro do ciclo (Figura 3).

Y-

o

Ml

FIGURA 3

Entéo:
x=a+2-k-m
tgx =tga & 4ou ;Vke Z.
x=n+a+2-k-m=a+(2-k+1)-m
As solucdes anteriores podem ser escritas em uma sO, da seguinte
forma:
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tgx =tga =ox=a+k-m;Vke Z.

Exemplos:

V3

Dtg(2-x)= —

Escreve-se a equagdo na forma:

tg(z.x):tg[%nj@z.xzs%k.m:51'_;+k_;

Logo, a solugdo da equagdo dada é:
S=:{x¢€ R/x=5—n+ﬁ;Vke Z;.
12 2

Pode-se resolver essa equacdo de outra forma, escrevendo:

tg(2-x)= tg[—Ej =2-x =—E+k-n:>x = —£+ﬂ.

6 6 12 2
As duas solugdes, embora escritas de forma diferente, sdo equivalen-
tes, isto €, geram os mesmo arcos, dependendo do nimero inteiro k
que se utilize. Usando a primeira solugdo obtida, tém-se, por exem-
plo, os arcos:

k=0=x=2F

12
Keloyo2m, r 1w
2 2 12
k2o x=2 R g1
12
k__1:X=5'_n_E=_£
2 2 12
k=-2mx=2F_g=_TF%
12 12

Ja da segunda soluc¢do, tém-se:

K=0=x=—2
12
Kelmx—- B 3T
2 2 12
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k=20 x=— L yqg= LT
12 12

k=—1:x=—£—£=——7 &
12 2 12

k=2ox=-t g 137
12 12

E facil ver que se obterdo os mesmos valores para o arco X, confor-
me se variam os valores de k.

2) tgx+cotgx =2
Faz-se:

2
th+L=2:>tg x+1 =2= tgzx—2-tgx+1=O:>(th—1)2 =0

tgx tgx

Assim, tgx = 1 é uma raiz dupla da equagdo do 2° grau na varidvel
tgx. Portanto, vem:

T L
tgx =1=tgx =tg[zj(:)x=2+k~n

.'.Sz{xe R/x=g+k-n;Vke z}.

3) sec’x =1 —tgx
Tem-se:

tgx =0
1+tg2x=1—tgx:>tg2x+tgx =0=>tgx-(tgx +1)=0={ou

tgx =—1
Assim, vem:
tgx =0=>tgx=tg0e=x =k 7

/Y /Y
tgx = —1= tgx =tg(—zj(:)x =—Z+k-n

.'.Sz{xe R/x=k-T ou x=—g+k~n;Vke z}.
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T
4) tg(x —gj =tg(2-x)
Tem-se:
x—£=2'x+k-n:—x =£+k-n:x =—£—k'71:
8 8 8
Como k € um nimero inteiro, que ora € positivo, ora é negativo, po-

T .
de-se escrever: x = —g +k-m. Assim:

Sz{xe R/x=—g+k-n;‘v’ke z}.



8 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

8.1 Introdugé&o. Conceitos importantes no estudo de fungdes sao os
de funcdo injetora e fungdo sobrejetora. Dados dois conjuntos nao
vazios A e B e uma funcio f de A em B, define-se:
e vy = f(x) € injetora se:
f(x])zf(xz):xl =X,,0US€ja, Y| =Y, =>X|; =X,.
Isto significa que cada y pertencente ao conjunto Im(f) é imagem de
um tnico x do dominio de f .
Equivalentemente, tem-se: X; # X, =f (xl )= f (x2 ). Assim, ele-
mentos distintos do dominio de f t€m imagens diferentes.
Por outro lado, tem-se:
e yv =1(x) € sobrejetora se V'y € CD(f), I x € D(f) / y = f(x), isto é:
Im(f) = CD(f).
Isto significa que todo elemento de B é imagem de pelo menos um x
do dominio de f .
Se f € uma funcdo de R em R, tem-se, graficamente, que:
e se f €& injetora, toda reta horizontal que intercepta o grafico de f
o faz em um dnico ponto;
e se f & sobrejetora, toda reta horizontal intercepta o gréfico de f
em pelo menos um ponto.
Assim, para que f seja a0 mesmo tempo injetora em sobrejetora,
toda reta horizontal deve interceptar seu grafico em um tnico ponto
(Figura 1).

Y-
y=f(x)

f(x)

/% X
f é injetora e sobrejetora

FIGURA 1

E facil ver que uma fun¢do que é sempre crescente ou sempre de-
crescente em seu dominio € injetora. A Figura 2 mostra uma funcéo
que ndo é sobrejetora, nem injetora.
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y=f(x)

f(x1)=f(x,

X4 O\/ X5 X

f ndo é injetora, nem sobrejetora

FIGURA 2

Quando a funcdo €, ao mesmo tempo, injetora e sobrejetora, diz-se
que ela € bijetora. Assim, uma fungdo é bijetora quando cada ele-
mento do contra-dominio € imagem de um udnico elemento de seu
dominio.

8.2 Funcéo inversa. Se uma fungéo f € bijetora, ela admite inver-
sa, ou seja, é inversivel. Isto acontece porque se cada ye CD(f) é

imagem de um tnico x € D(f ), entdo entre os valores de x e de y se

estabelece uma relagdo biunivoca. Assim, interpretando os valores
de y como valores da varidvel independente e os valores de x como

valores da funcdo, obtém-se x como funcio de y: x =g(y). Esta
fun¢do chama-se inversa da funcdo y =f (x) .

Notagao: £~ -.x =f~! (y).

Formalmente, tem-se:

Dada a fung¢do bijetora f : A — B, chama-se fun¢éo inversa de f,
indicada por f “1a funcdo f B 5 A que associa caday € B ao
elemento x € A, talque y=f (x)

Logo, como conseqiiéncia imediata, tem-se que o dominio de f
passa a ser a imagem de f Tea imagem de f torna-se o dominio de
£l D(f‘1 ): Im(f) e Im(f“ ): D(f) (Figura 3).
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/’\

-1

A f B

FIGURA 3

Para se determinar analiticamente a inversa de uma fungdo bijetora
f , utiliza-se o seguinte procedimento:

® isola-se a varidvel x na expressao dada de f ;

® troca-se y por X € X por y.

Os gréficosde f ede f ! sdo simétricos em relacdo aretay = x.
8.3 Fungoes trigonométricas inversas
8.3.1 Funcéo arco-seno

Da forma como foi definida anteriormente, a fun¢do seno nao é so-
brejetora, j4 que seu contra-dominio ndo € igual a sua imagem. Para
tornd-la sobrejetora, basta que se tome seu contra-dominio como
sendo o intervalo [—1,1], ou seja, a fungdo passa a ser definida da

seguinte forma:
f:R - [-1,1]
X >y =sen(x) '

Seu gréfico é apresentado na Figura 4.

Entretanto, o grafico mostra que f ndo € injetora em seu dominio, ja
que um y da imagem de f € imagem de pelo menos dois valores
distintos de x. Na verdade, considerando-se o dominio de f, caday
do intervalo [-1,1] é imagem de infinitos valores de x. Logo, f ndo
é bijetora em seu dominio e, portanto, ndo admite inversa. Para que
seja possivel inverter a fungdo, é preciso fazer restricoes em seu
dominio. Uma vez que fungdes que sdo sempre crescentes ou sem-
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pre decrescentes sdo injetoras, deve-se restringir o dominio a um in-
tervalo onde isso ocorra.

Y:

y=senx

- 2 0 a2 N\ 32 /X

FIGURA 4

.. . T 7 ,
Por definicdo, adota-se o intervalo {_5’5} no qual a funcio é

crescente e, portanto, injetora. Logo, a fungdo passa a ser definida da
seguinte forma:

f:[—g,ﬂ = [11] |

X > y=sen(x)
sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.

Y-
2 y=arcsenx
1 y=senx
2| -1 0 1 w2 X
-1
y=X -1/2

FIGURA 5
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Se y=senx, entdo x é o arco cujo seno vale y; escrevemos:

x =arcseny . Trocando x por y, obtém-se y = arcsenx , isto €, a fun-

cdoinversade f é: f -1 (x) = arcsenx .
Tem-se: D(f_1 )= Im(f) = [— 1,1] e Im(f_1 )= D(f) = [—E , E} .

Assim, tem-se:

T T
y=arcsenx<:){seny=x e ye[—a,a}}.

Os graficos de f e de sua inversa f ! 530 apresentados na Figura 5.

Observe que o grifico de f(x)=senx contém os pontos [—g,—lj e
(g,lj, enquanto que o grafico de f - (x)=arcsenx contém os pon-

tos —1,—E e I,E.
2 2

Exemplos:

1)Se y= arcsen(%), entdo:

—arcsenl &< sen —le (S —EE
y 2 y=, ¢y 272

L. . T T ) L.
O unico arco que pertence ao intervalo {—E,E} cujo seno ¢ igual a

€ 0 arco

ola

. Logo, y:g.

N | =

2)Se o= arcsen(— gj , entdo:

V2 V2 noT
O =arcsen ——— |[&{sen0k=——— € o€ |——,— [,.
2 2 22
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L. . T T . ..
O unico arco que pertence ao intervalo [—5,5} cujo seno € igual a

V2

. T T
—— éoarco ——. Portanto, o0 = ——.
2 4

3) Calcular o =2- arcsen(%} .

Tem-se:

o V3 ocj 3 o T T
— =arcsen| — [&<¢sen| — |=— € —€ | ——,— .
2 2 2 2 2 22

Conclui-se, assim, que:
o T 2

2 37 3

4) Calcular y = arcsen(—1).
Tem-se:

y = arcsen(— 1)<:>{seny =-le ye {_E E}} )

272
L. . T T ) L.
O 1nico arco que pertence ao intervalo [—E,E} cujo seno € igual a

T T
-1 éoarco ——.Logo, y=——.
2 g0, ¥ 2

8.3.2 Funcéo arco-cosseno

A exemplo do que ocorre com a fungfo seno, a fungdo cosseno ndo
¢ sobrejetora, nem injetora, como € facil ver pelo seu gréfico (Figura
6).
Para tornd-la sobrejetora, basta que se tome seu contra-dominio co-
mo sendo o intervalo [— 1,1]; para tornd-la injetora, adota-se, por de-
fini¢do, o intervalo [O, TI:] , no qual a fungdo é decrescente. Logo, a
funcdo passa a ser definida da seguinte forma:
f:00,n] - [-1,1]

X > y=cos(x)
sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.
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\ZS
Y=CO0SX
0 /2 TE 37/2 2I7'r X
-1+
FIGURA 6

Se y=cosx, entdo x é o arco cujo cosseno vale y; escrevemos:
x =arccosy. Trocando x por y, obtém-se y=arccosXx, isto €, a

funcdo inversa de f é: B (x)=arccos x .

Tem-se: D(f_1 )= Im(f)= [— 1,1] e Im(f_1 )= D(f)= [O , Tt].
Assim, tem-se:

y =arccosx <{cosy=x e ye[O,ﬂ:]}.

A Figura 7 mostra os graficos de f e de sua inversa f .

4
y=arccosx T
y=X
/2
1

N

-1 0 1 T X
-1 y=CO0SX

FIGURA 7
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Exemplos:

1) Determinar a tal que a = arccos(%] .

Tem-se:

a= arccos(?]@{cosa = g e aelo, n]} .

O unico arco que pertence ao intervalo [0, Tt] cujo cosseno € igual a

NG

£ T T
— éoarco —.Logo, a=—.
2 6 6

2) Se o = arccos(—1), entdo:

o =arccos(—1)e{cosa=—1 ¢ ae [0,7:]}.
Portanto, oo =T .

3) Calcular y = sen{arccos[éﬂ .

Chamando: o= arccos(%j , quer-se calcular y =senal. Tem-se:

1 1
o= arccos[gj = {cos o= 3 e ae [O, TI:]} .

Uma vez que cosd >0, conclui-se que oe 1°Q e vem:

1 8 242

sen‘ol=1-cos’a=1-—=— .. senot = ———,
9 9 3

ou seja,

242
y="——.

3
1
4) Calcular y = arccos(— Ej .

Tem-se:

y=arccos[——j(:>{cosy:—% e ye [O,TI:]}.

N | =

2.
Portanto, y = Tn
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8.3.3 Funcao arco-tangente

A funcdo tangente tem dominio D = {x eR/x=# §+ k-m(ke Z)} .

Em seu dominio, a fun¢do € sobrejetora, mas nao € injetora, como se
pode ver facilmente pelo seu grafico (Figura 8). Para tornd-la injeto-

. .. . T T
ra, considera-se, por defini¢do, o intervalo —5, E como sendo
seu dominio, pois nele a funcdo ndo tem pontos de descontinuidade

e € crescente.
Y:

6 y=tgx
5

il

3

2

1+

32 /n 2 /o w2 /2 32 S X
1+

ot
_3+
4+
_5t
—6t

FIGURA 8

Ou seja, a funcdo passa a ser definida da seguinte forma:

f: —E,E — R
22 ,

X y=tg®x)
sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.
Se y=tgx, entdo x é o arco cuja tangente vale y; escrevemos:
x =arctgy . Trocando x por y, obtém-se y = arctgx , isto é, a fungado

inversade f & ! (x)=arctgx .
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Tem-se: D(f_l)zlm(f)zR e Im(f_l)zD(f)z(—E,Ej.

Assim, tem-se:

=arctgx & qtgy =x e e(—E E)
y g gy y 220

Os gréaficos de f e de sua inversa f ! sd0 mostrados na Figura 9.

y
y=X
/2
/
—t/2 0 /2 X
y=arctgx
—-m/2
y=tgx
FIGURA 9
Exemplos:

1) Se a =arctg0, entdo:

a = arctg0 (:){tgoczo e ae[—g,gj}.

.. i T T . .
O unico arco que pertence ao intervalo (—E,Ej cuja tangente € i-

gual azeroé a=0.

2) Calcular y = sen[arctg(— gﬂ .
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Chamando: o = arctg(— %] , quer-se calcular y =senc. Tem-se:

a:arctg[_%@{tgaz_g ¢ ac [ﬁj}

T
Segue-se que o = B e vem:

3) Se o = arctgl, entdo:

o =arctgl o<tgo=1 e ae _Irr
g g [

T
Portanto, o = Z .

8.3.4 Funcéo arco-cotangente

A fungio cotangente tem dominio D={xe R/ x #k-n (ke Z)}.

Em seu dominio, a funcdo é sobrejetora, mas ndo € injetora, como se
pode ver facilmente pelo seu gréafico (Figura 10). Para torné-la inje-
tora, considera-se, por definicdo, o intervalo (0, ) como sendo seu

dominio, pois nele a fungdo ndo tem pontos de descontinuidade e é
decrescente. Ou seja, a funco passa a ser definida da seguinte for-
ma:
f: (O, n) — R

X > y=cotg(x)
sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.
Se y =cot gx, entdo x € o arco cuja cotangente vale y; escrevemos:
x =arccot gy . Trocando x por y, obtém-se y =arccotgx, isto &, a

funcdo inversa de f & 7! (x)=arccot gx .
Tem-se: D(f_1 )= Im(f)=R e Im(f_1 )= D(f)=(0,m).

Assim, tem-se:
y =arccot gx c}{cotgy =X e ye (0, n)}

Os graficos de f e de sua inversa f ' sdo mostrados na Figura 11.
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y=cotgx

3n2 - x| 3w\ 27 X

FIGURA 10

T

ym

y=cotgx

FIGURA 11



151
Exemplos:

1) Se ao=arccotg0, ento:
o =arccot g0 < {cotga=0 e ae (0,7)}.
O tnico arco que pertence ao intervalo (O,n) cuja cotangente € igual

. L
azeroé oL=—.
2

2) Calcular y = colearc cot g(— g]:l .

Chamando: o =arccot g(— TSJ , quer-se calcular y =coso . Tem-

Se:

V3 V3
o =arccotg 3 = cotgocz—T e O(.E(O,TE) .

2.1
Segue-se que o= T e vem:

=CosS ﬁ ——l
y 3 2

3) Se o =arccot g(~1), entdo:
o =arccotgl (:){cotgoc =-1le ae (O,TC)}.

3.
Portanto, ot = ——.

8.3.5 Funcéo arco-secante

A funcdo secante foi definida da seguinte forma:
f:D > R

X > y=sec(x)
onde D = {x eR/x ¢g+k 7 (ke Z)} . Seu gréfico é mostrado na

Figura 12.
Desta forma, a funcio secante néo € injetora em seu dominio, ja que
um y da imagem de f € imagem de pelo menos dois valores distin-
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tos de x. E preciso, entiio, fazer restricdes em seu dominio, para que
se torne injetora. Uma vez que func¢des que sdo sempre crescentes
ou sempre decrescentes sdo injetoras, deve-se restringir o dominio a
um intervalo onde isso ocorra. Por definicdo, adota-se o conjunto

o T -~
[0, EJU(E’ n}, no qual a funcdo € crescente ou decrescente e,

portanto, injetora.

Y.

o

5T y=secx
i

N

N

1

PV s B Tl 2 A&

—1

1

31

41

_s51

6t

FIGURA 12

Logo, a fungao passa a ser definida da seguinte forma:

f:{o,ﬁ)u(z,n} — R
2 2

X = y=sec(x)
Entretanto, a funcdo assim definida ndo € sobrejetora, j4 que seu
contra-dominio ndo € igual a sua imagem. Para torni-la sobrejetora,
toma-se seu contra-dominio como sendo 0  conjunto
(- oo,—l]u [1,+oo) , ou seja, a func@o passa a ser definida da seguinte
forma:

¢ ;{0, gju(g n} 5 (coomt]Ufiteo)

X — y =sec(x)

B
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sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.
Se y=secx, entdo x é o arco cuja secante vale y; escrevemos:

x =arcsecy. Trocando x por y, obtém-se y=arcsecx, isto &, a

funcdo inversa de f & 7! (x)=arcsecx .
Tem-se:
D(f‘1)=1m(f)= (= o0, —1] U [1,400) e

0,E U E,n .
2 2]
Assim, tem-se:

L L
y=arcsecx<:){secy=x e ye O,Eju(a,n}.

Im(f_l)z D(f)

A Figura 13 apresenta os graficos de f e de sua inversa f -

Y

y=arcsecx

-1 0 1 |n/2 T X

y=secx
FIGURA 13

Exemplos:

1) Se av=arcsecl, entdo:
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T
(x—arcseclc){secoc le oce[ (E,R}

T :
O 1tinico arco que pertence ao intervalo [0, E) ) ( >’ } cuja secan-

teéigualal é a=0.

2) Calcular y = sen(aro sec(— %D .

2-4/3
Chamando: o= arcsec(—TJ, quer-se calcular y =seno. Tem-
se:

2-\/5 2-\/5 o o
o =arcsec] ———— |&<secako=—— e oae|0,— |U|—, T |;.
3 3 2 2

Tem-se, entdo:

cosocz—zi/gz 2?? —% ae[o,g)u(g,n}

57
segue-se que o= T € vem:

Y 6 ) 2

8.3.6 Funcéo arco-cossecante

A func¢do cossecante foi definida da seguinte forma:
f:D >R

X > y=cossec(x)
onde D={xe R/x#k -n (ke Z)}. Seu grifico é mostrado na Figu-

ra 14.

Vé-se que a fungao cossecante nao € injetora em seu dominio, ja que
um y da imagem de f € imagem de pelo menos dois valores distin-
tos de x. E preciso, entiio, fazer restricdes em seu dominio, para que
se torne injetora. Uma vez que funcdes que sdo sempre crescentes
ou sempre decrescentes sao injetoras, deve-se restringir o dominio a
um intervalo onde isso ocorra. Por definicdo, adota-se o conjunto



155
T T ~ 2
{—E, OJ U[O, E} , no qual a fungdo é crescente ou decrescente e,

portanto, injetora.
Logo, a fungéo passa a ser definida da seguinte forma:

f:[—E,OJU(O,E} SR
2 2

X > y =cossec(X)

Y=C0SsecCX

32 - 2 % 3m2 2 X

FIGURA 14

Entretanto, a fun¢do assim definida ndo é sobrejetora, ja que seu
contra-dominio ndo € igual a sua imagem. Para tornd-la sobrejetora,
toma-se seu contra-dominio como sendo o conjunto
(- oo,—l]u [1,+o<>), ou seja, a funcio passa a ser definida da seguinte
forma:

T

X > y = cossec(x)

’

sendo bijetora e, portanto, admitindo inversa.
Se y=cossecx, entdo x é o arco cuja cossecante vale y; escreve-

mos: X = arccossecy. Trocando X por y, obtém-se y = arccossecx,
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isto &, a fungdo inversa de f é: f~! (x)=arccossecx .
Tem-se:

D(f—1)= Im(f ) = (— c0,~ 1] U [1,4e0)
3oo3]

T
y=arccossecx<:){cossecy=x e ye {—E,OJUKO,E}}.

Os gréaficos de f e de sua inversa f ! sd0 mostrados na Figura 15.

Im(f‘1)= D(f)

Assim, tem-se:

y/I\ \y=cossecx
y=X

/2

N

1

\ Y=arccossecx

\

-n/2| -1 0 1) n/2 X

—1/2

FIGURA 15
Exemplos:
1) Se o =arccossecl, entdo:

oc=arccossecl(:}{cossecoc=l e oe {—g,Oju(O,g}}.
0

L. . L 1" .
O unico arco que pertence ao intervalo [—5, )U(O’ 5} cuja cos-
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‘- . T
secante € iguala 1 é o :E'

2) Calcular y = tg[arccos sec(— 2)]

Chamando: o = arccossec(—2), quer-se calcular y = tgo.. Tem-se:

o= arccossec(— 2)(:){cos secaa=—2 e o€ [—g, 0) U[O, g}} .

~ 1 T o
Tem-se, entdo, que senoc=—§ e ae —E,O ] O’E . segue-se

que o = —E € vem
6
6 3

8.3.7 Exercicios

1) Calcular y = sen{arceos(%j + arctg(%ﬂ .

Faz-se:

Oc—arccosi e B=arct ERF
5 12)

assim, quer-se determinar o valor de y =sen (o +P), ou seja, o valor

de
y =sen (o +B)=senc- cosP +cos o -senp .

De o= arccos(%j , vem:

azarccos(%J@{cosoczé e oe [0,75]} so0el’Q;

entao:
sen’oL=1—cos’ o =1—E =i .~ senol =§.
25 5

5
De 3 = arctg| — |, vem:
p g(nj
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B=arctg(%}@{tgﬁ =% e Pe [—g,g)} -~ pel°Q.

Logo,

2 5 25 169 13 12
secB=1+t =l+—=—- . secf=—=cosPp=—.
P e’p 144 144 P 12 P 13
Assim, tem-se:
512 5
senp=tgB-cosf=—-—=—.
p=tep b 12 13 13

Obtém-se, finalmente, o valor procurado de y:
312 4 5 56
513 5 13 65

2) Calcular y =tg arcsen[— ﬁj - arccos(lj .
25 5

De modo andlogo ao exercicio anterior, faz-se:

(5] =)
o =arcsen| —— | e B =arccos| — |;
25 5

isto ¢, quer-se determinar o valor de y = tg(a —B):
tgo—tgf
1—tgo-tgf

24
De o =arcsen| —— |, vem:
25

24 24 T T o
o =arcsen —— |[&<sendl=—— ¢ 0| ——,— | .. €4 Q;
25 25 22

entao:

y=tgla—pB)=

) ) 576 49 7
cos“o=1-sen“dl=1-——=—— .. cosoL=—,
625 425 25
e, portanto,
o2
7

De B= arccos(%j , vem:

B= arccos(%)(:){cosﬁ =% e Pe [O,Tc]} - Pel®Q;
logo,
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1 24 2.6

2 2
senB=1-cos"p=1—-—=— .. senfp=—.
P P 25 25 P 5

Assim, tem-se:
tgﬁza_ﬁzz.@,

Assim, o valor procurado de y é:

_ ‘%;‘2“£. _‘24+:1J€_ 24+14-46
y_L%}Zf}zJE_ 7-48.46  7-48-/6
7 7
2441446 744846 168+1152-4/6+98-4/6 +4032
T 7-48.46 7+48-46 49-2304-6 )
_ 4200+1250-v/6 _ 168+50-+/6
~13775 551

3) Determinar o dominio da fungao:
f(x) = arcsen(x —3)+ arccos(x2 - 10).
Lembrando que o dominio das fun¢des y =arcsenx e y =arccos X &
o intervalo [—1,1], para que cada uma das parcelas da funcdo dada
esteja definida, deve-se ter:
—-1<£x-3<1 (D
{—13x2—1031(ny
Resolve-se, assim, cada uma dessas desigualdades.
D -1<x-3<1
¢ [<x-3=x-32-1=2x-3+32-14+3=>x2>2
¢ x—3<1=>x-3+3<1+3=>x<4
Logo, a solucdo das desigualdades (I) é: 2<x <4.
I -1<x2-10<1
e —1<x?-10=x? -10> 1= x? —10+12-1+1=x>~9>0.

Os zeros da funcdo y = x2 =9 sdo x =-3 e x = 3 e 0 estudo de sinal
dessa fun¢ao é mostrado na Figura 16.

Portanto, os valores de x que tornam a funcdo maior ou igual a zero
sdo aqueles que sdo menores ou iguais a -3 ou maiores ou iguais a 3.
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+ - + O
-3 3 X
FIGURA 16
2 2 2
¢ x“-10<1=x"-10-1<1-1=x"-11<0.
Os zeros da funcdo y=x2—11 sdo x=—-11=-332 e

x=11= 3,32; o estudo de sinal dessa funcdo € apresentado na Fi-
gura 17.

+ - +
-3,32 3,32 ’x
FIGURA 17

Os valores de x que tornam a fungdo menor ou igual a zero estao no
intervalo l— N 11,\/11J. Tém-se, entdo, os diagramas da Figura 18,

que mostram os valores de x que satisfazem ambas as inequacdes
simultaneamente.

\

-3 3 X

AN

-3,32 3,32 “x

-3,32-3 33,32 X
FIGURA 18

Assim, os valores de x que satisfazem as desigualdades (II) sdo os
que estdo nos intervalos l— \/1_,—31 ou 13,\/HJ.

Faz-se, agora, a intersec@o das solucdes das inequagdes de (I) e (1),
conforme mostra a Figura 19.

AN

2 4 X

- — N

-3,32-3 3 3,32 “x
2 4

-3,32-3 3 3,32 X

FIGURA 19
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Logo, os valores de x que satisfazem (I) e (II) estdo no intervalo

13,\/ﬁj,ou seja:
D(f)={xe R/3<x <411},

. Dizer se é verdadeira

4) Sabe-se que se y=tgx, entdo y = Senx

COSX
. <~ . n N arcsenx ,,
ou falsa a afirmagdo: "se y=arctgx, entdio y=——--—". Dar os
arccosx
.. ~ arcsenx
dominios das funcdes y =arctgx e y=—"—.
arccos x

A afirmacido é falsa. A fun¢do y =arctgx € a fungio inversa da fun-
¢do y=tgx.

_ arcsenx . ~
A expressio y=——-— é um quociente das funcdes arcsenx e

arccosx
arccosx , que sdo, respectivamente, as fungdes inversas das funcoes
Senx e CosX.

Considere-se, por exemplo, x = 1. Tem-se:

L
y =arctgl = tgy =1.. y:Z ;
por outro lado, vem:
T

_arcsenl _ 9

- B
arccosl 0
que ndo estd definido.

. arcsenx .
O exemplo deixa claro que arctgx # ———— . Observe-se, ainda,

arccosx

. ~ arcsenx _ .
que os dominios das fungdes y =arctgx e y=——-— sao diferen-
arccosx

tes. No caso da primeira funcédo, seu dominio é R ; ja para a funcéo

arcsenx .
=———, é preciso observar que, olhando separadamente as

arccos x
funcdes que estdo no numerador e no denominador, o dominio de
cada uma delas € o intervalo [— 1,1]. Entretanto, é preciso excluir do
dominio da func¢do que estd no denominador os valores de x que a
anulam, ou seja, os valores de x tais que arccosx =0. Ora, o tGnico
Xe [— 1,1] tal que arccosx =0 € x = 1. Conclui-se, assim, que se de-
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ve excluir do dominio da fun¢do arccosx o valor x =1. Assim, o
arcsenx

dominio de y = é[-1,1).

arccosx

Exercicios propostos:

1) Calcular y = cos| arcsen| 8- arccos 2 R.:y= _7
17 13 221

2) Determinar o dominio das fung¢des:

(a) f(x) = arctg( XXZ_:;J (R. : D(f) = {X eR/x# —3})

(b) £(x) = arccos(x ~1) R.:D(f)={xe R/-v2 <x <+2))
3) Calcular y = cog|:2 . arccos@ﬂ [R‘ e 215 j

4) Calcular y =tg| 2-arcsen 3 + arccos El R.:y= _204
5 13 253
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